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A bs tr a ct

T his st u d y pr es e nts a n i n v es ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi cs i n t h e S c h el dt Ri v er est u ar y usi n g t h e
t w o‐ di m e nsi o n al v er ti c al ( 2 D V) i d e alis e d i Fl o w m o d el. It e xt e n ds t h e e arli er st u d y b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7) o n
w e a kl y n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi cs b y i n cl u di n g hi g h er‐ or d er n o n‐li n e ar p h ysi c al m e c h a nis ms a n d n o n‐li n e ar
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r e d u ci n g t h e n u m b er of c ali br a ti o n p ar a m et ers fr o m t w o t o o n e, ( b) i m pr o v e t h e p erf or m a n c e of t h e i d e alis e d
i Fl o w m o d el i n t h e U p p er S e a S c h el dt a n d ( c) u n d erst a n d t h e ess e n fl al p h ysi c al m e c h a nis ms r e q uir e d f or s u c h
i m pr o v e d p erf or m a n c e.

T h e ti − ti t ur b ul e n c e cl os ur e m o d el w as us e d t o d eri v e li n e ar a n d n o n‐li n e ar p ar a m etris a ti o ns of t ur b ul e n c e
t h at d e p e n d o nl y o n o n e c ali br a ti o n p ar a m et er. T h e c ali br a ti o n yi el ds a cl e ar b est tit f or t h e ti 2 ti d e, w hil e n o
si n gl e b est v al u e f or t h e ti 4 fi d e c o ul d b e f o u n d. T h e r es ult of t h e c ali br a ti o n o n t h e tt 2 ti d e yi el ds a g o o d
d es cri p ti o n of t his tt d al c o m p o n e nt, t h o u g h t h e a m plit u d e is o v er es fi m at e d i n t h e U p p er S e a S c h el dt w h e n
usi n g t h e li n e ar m o d el. T h e ti 4 tt d al a m plit u d e is t y pi c all y o v er es fk m at e d b y t h e m o d el i n t h e w h ol e est u ar y.
T h e r el a ti v e p h as e of b ot h t h e 𝑀 2 a n d 𝑀 4 ti d al c o m p o n e nts ar e w ell d es cri b e d.

T h e hi g h er‐ or d er n o n‐li n e ar m e c h a nis ms ar e i nsi g ni fi c a nt f or t h e W est er n S c h el dt a n d L o w er S e a S c h el dt, b ut
ar e i m p ort a nt i n t h e U p p er S e a S c h el dt. T h e m o d el s h o ws a f urt h er s et‐ u p of t h e 𝑀 2 ti d e i n t h e U p p er S e a
S c h el dt as a c o ns e q u e n c e of t h es e m e c h a nis ms. T his s et‐ u p i n cr e as es t h e dis cr e p a n c y b et w e e n m o d ell e d a n d
m e as ur e d w at er l e v els. D a m pi n g of t h e 𝑀 2 ti d e is a c hi e v e d b y i n cl u di n g a n o n‐li n e ar d es cri p ti o n of t ur b ul e nt
mi xi n g. T his d es cri p ti o n r el at es t ur b ul e nt mi xi n g t o t h e l o c al v el o cit y m a g nit u d e. T h e r el a ti v el y hi g h ti d al
v el o cit y i n t h e U p p er S e a S c h el dt t h e n pr o d u c es a d di ti o n al mi xi n g a n d t h er ef or e d a m pi n g of t h e ti d e. A n
a d di ti o n al s o ur c e of d a m pi n g is f o u n d b y i n cl u di n g ti m e v ari a ti o ns of t ur b ul e nt mi xi n g o n t h e ti d al ti m e‐s c al e.
T his als o i m pr o v es t h e c orr es p o n d e n c e b et w e e n t h e m o d ell e d a n d m e as ur e d 𝑀 4 ti d e. N e v ert h el ess, t h e err or
i n t h e m o d ell e d 𝑀 4 ti d al a m plit u d e r e m ai ns l ar g e, wit h v al u es u p t o 1 0 0 %. T h e t ot al e ff e ct of all n o n‐li n e ar
t er ms a n d t ur b ul e nt mi xi n g i m pr o v e t h e r es ult c o m p ar e d t o t h at of Br o u w er et al. ( 2 0 1 7), b ut d o n e v ert h el ess
n ot pr o d u c e a s u ffi ci e nt d e gr e e of d a m pi n g of t h e ti d e i n t h e U p p er S e a S c h el dt. It is t h er ef or e c o n cl u d e d t h at
a c h a n g e i n t h e r o u g h n ess v al u e or t h e r e pr es e nt a ti v e d e pt h of t h e s yst e m is r e q uir e d t o f urt h er i m pr o v e t h e
m o d el r es ult.

T h e a d di ti o n al p h ysi c al m e c h a nis ms st u di e d i n t his r e p ort d o n ot l e a d t o a q u alit a ti v e c h a n g e i n m e as ur es
of ti d al as y m m etr y. Alt h o u g h t h es e m e as ur es pr o vi d e a n i n di c a ti o n f or t h e dir e c ti o n of t h e n et s e di m e nt
tr a ns p ort, t h e e ff e ct of n o n‐li n e ar t er ms o n t h e n et s e di m e nt tr a ns p ort r e m ai ns t o b e i n v es ti g at e d.
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1 I ntr o d u c ti o n

T his r e p ort pr es e nts t h e r es ults of a st u d y i nt o t h e e ti e cts of n o n‐li n e ar i nt er a c ti o ns o n t h e ti d al pr o p a g a ti o n
i n t h e S c h el dt Ri v er est u ar y. T his st u d y is p art of t h e P h D pr oj e ct ’ R e gi m es s hi tis i n fl d al est u ari es’ at T U D el ti
a n d D elt ar es. T h e g o al of t h e f ull pr o gr a m is t o ass ess w h et h er t h e S c h el dt Ri v er mi g ht p ossi bl y d e v el o p i nt o
a h y p er‐t ur bi d est u ar y. T his st u d y i n v ol v es d e v el o pi n g a n d usi n g a n i d e alis e d m o d el. T his m o d el is es p e ci all y
s uit e d f or g ai ni n g a n u n d erst a n di n g of t h e p h ysi c al pr o c ess es i n v ol v e d a n d t es ti n g t h e r o b ust n ess of t h es e
m e c h a nis ms t o di ti er e nt s c e n ari os. It is als o w ell s uit e d f or d oi n g s e nsi ti vit y st u di es t o c o v er t h e u n c ert ai nt y
i n t h e v al u es of m o d el p ar a m et ers.

T his st u d y e xt e n ds t h e h y dr o d y n a mi c m o d el b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7) ( W L pr oj e ct 1 3 _ 1 0 3, p art 1. 3). T h e b as e
m o d el c o nt ai ns t w o c ali br a ti o n p ar a m et ers: t h e e d d y vis c osit y ti ti a n d t h e p ar ti al‐sli p r o u g h n ess p ar a m et er
ti fi , w hi c h h a v e b e e n c ali br at e d f or t h e S c h el dt Ri v er. It w as i d e n ti tt e d t h at t h er e e xists a wi d e b a n d of t h e
c ali br a ti o n p ar a m et ers wit h si mil arl y a c c ur at e m o d el r es ults, l e a di n g t o a d e gr e e of ar bitr ari n ess i n t h e v al u es
of t h es e p ar a m et ers. O n e of t h e g o als f or t his st u d y is t o r e d u c e t h e t w o c ali br a ti o n p ar a m et ers t o a si n gl e
p ar a m et er wit h a si n gl e b est v al u e.

It w as als o f o u n d b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7) t h at t h e m e as ur e d tt 2 a n d fi 4 ti d al s urf a c e el e v a tt o ns i n t h e U p p er‐
S e a S c h el dt c o ul d n ot b e w ell r e pr o d u c e d b y t h e b as e m o d el. O n e of t h e i d e n fk ti e d p ot e n 𝑀 al r e as o ns is t h e
s ol u 𝑀 o n m et h o d. T his m et h o d ass u m es t h at t h e s ol u ti o n, f or e x a m pl e t h e w at er l e v el fi , c a n b e wri 𝑀 e n as a
s eri es ti 0 + 𝑀 1 + … , w h er e e a c h of t h e t er ms ti ti (ti = 0, 1, …) ar e e asi er t o s ol v e f or t h a n t h e f ull s ol u ti o n. F ur‐
t h er m or e, e v er y s u bs e q u e nt t er m ti ti + 1 is t y pi c all y ar o u n d a f a ct or ti s m all er t h a n t h e pr e vi o us t er m ti ti , w h er e
ti is d e ti n e d as t h e v ari a ti o n of t h e s urf a c e l e v el di vi d e d b y t h e d e pt h. T y pi c all y 𝑀 is m u c h s m all er t h a n u nit y i n
t h e S c h el dt Ri v er, s o t h at j ust t h e c o m bi n a ti o n of 𝑀 0 a n d ti 1 alr e a d y yi el d a n a c c ur at e a p pr o xi m a ff o n of t h e f ull
s ol u ffi o n. T h es e t er ms ar e t h er ef or e t h e o nl y t er ms t a k e n i nt o a c c o u nt b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7). H o w e v er, ti is
n ot s m all i n t h e U p p er S e a S c h el dt, s o t h at ti 2 , ti 3 a n d ot h er hi g h er‐ or d er t er ms ar e p ot e n ti all y i m p ort a nt. T h e
s e c o n d g o al of t his st u d y is t o i d e n tif y w h et h er t h es e t er ms ar e i n d e e d i m p ort a nt t o t h e a c c ur at e ass ess m e nt
of t h e w at er l e v els i n t h e U p p er S e a S c h el dt.

Fi n all y, n ot o nl y t h e hi g h er‐ or d er s ol u ti o ns, b ut als o t h e t ur b ul e n c e m o d el us e d c a n h a v e a n i m p ort a nt e ti e ct
o n t h e m o d el s ol u ff o n t hr o u g h o ut t h e S c h el dt Ri v er. W e will t h er ef or e t est a t ur b ul e n c e cl os ur e t h at r el at es
t h e e d d y vis c osit y t o t h e l o c al d e pt h a n d v el o cit y.

T h e m o d el will b e bri e ti y dis c uss e d i n C h a pt er 2, r efr ai ni n g fr o m t h e m o d el e q u a 𝜈 o ns a n d d et ails, w hi c h ar e
pr o vi d e d i n A p p e n di x A 2. C h a pt er 3 t h e n dis c uss es t h e r es ults, st ar 𝑈 n g wit h t h e b as e m o d el a n d t h e n s h o wi n g
t h e e 𝑀 e ct of t h e i n di vi d u al m o d el e xt e nsi o ns dis c uss e d a b o v e. T h e c o n cl usi o ns ar e 𝑔 n all y pr es e nt e d i n C h a pt er
4.
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2   M o d el

T h e   m o d el  us e d f or t his st u d y is t h e  2 D V i d e alis e d  pr o c ess‐ b as e d   m o d el i Fl o w ( Dij kstr a et  al. ,  2 0 1 7 b),   w hi c h
w as us e d t o st u d y t h e h y dr o d y n a mi cs i n t h e S c h el dt Ri v er b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7).   H er e,   w e us e a n u m eri c al
v ari a nt  of t h e s a m e   m o d el,   w hi c h  all o ws   m a ki n g s e v er al  e xt e nsi o ns t o s ol v e f or   m or e  n o n‐li n e ar  pr o c ess es
t h a n   w er e i n cl u d e d  b y  Br o u w er et  al. ( 2 0 1 7).  S e c ti o n  2. 1  dis c uss es t h e  P ar a m etris a ti o n  of t h e g e o m etr y a n d
f or ci n g of t h e S c h el dt Ri v er.   N e xt, 2. 2 pr o vi d es a s h ort o v er vi e w of t h e h y dr o d y n a mi c al   m o d el a n d t h e   m et h o d
us e d f or t h e d e c o m p osi ti o n of p h ysi c al c o m p o n e nts.  S e c ti o n 2. 3 ti n all y pr es e nts s e v er al alt er n a ti v e li n e ar a n d
n o n‐li n e ar t ur b ul e n c e cl os ur es.

2. 1  S c h el dt b as e   m o d el

T h e 2 D V   m o d el f or t h e S c h el dt Ri v er d e v el o p e d b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7) is t h e st ar fl n g p oi nt f or t his st u d y. I n
t his   m o d el, t h e l e n gt h of t h e est u ar y is a p pr o xi m at el y 1 6 0 k m,   m e as ur e d fr o m Vlissi n g e n t o t h e ti d al   w eirs a n d
l o c ks i n   G e nt br u g g e,   w hi c h   m ar k t h e e n d of t h e  ti d al ri v er.  T h e b as e   m o d el ass u m es a si n gl e‐ c h a n n el s yst e m,
wit h o ut bif ur c a ti o ns e n c o n ti u e n c es.  T his i m pli es t h at t h e R u p p el tri b ut ar y is n ot e x pli citl y t a k e n i nt o a c c o u nt.
Si mil arl y, t h e t w o br a n c h es i n   G e nt br u g g e a n d v ari o us s m all er sl ui c es a n d l o c ks c o n n e c ti n g t o t h e S c h el dt ar e
n ot e x pli citl y   m o d ell e d, s e e als o Fi g ur e 1. T h e   wi dt h a n d d e pt h of t h e est u ar y i n t h e   m o d el ar e gi v e n b y s m o ot h
f u n c ti o n tits t o t h e   m e as ur e d d e pt h a n d   wi dt h of 2 0 1 3, s e e Fi g ur e 2.

G e nt br u g g e
G e nt

M ell e

R u p el m o n d e

T er n e u z e n

H a n s w e ert

B at h

Vli s si n g e n

A nt w er p e n

W ett er e n S c h o o n a ar d e

D e n d er m o n d e

St.  A m a n d s

T e m s e

Li ef k e n s h o e k

Pr o s p er p ol d er

Fi g ur e 1 –   M a p of t h e S c h el dt Ri v er est u ar y fr o m Br o u w er et al. ( 2 0 1 7).   N ot e t h at t h e S c h el dt Ri v er h as s e v er al bif ur c a ti o ns a n d
c o n ti u e n c es t h at ar e n ot e x pli citl y   m o d ell e d.
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Fi g ur e 2 – S m o ot h ti ti n g of t h e wi dt h a n d d e pt h (r e d li n es) t o t h e m e as ur e d wi dt h a n d d e pt h i n 2 0 1 3. Fr o m Br o u w er et al. ( 2 0 1 7).

T h e w at er m o ti o n is f or c e d b y a pr es cri b e d s e a s urf a c e el e v a ti o n at Vlissi n g e n t h at c o nsists t h e a v er a g e o b‐
s er v e d ti 2 a n d ti 4 fl d al w at er l e v el a m plit u d es. T h e a v er a g e ti 2 a m plit u d e e q u als 1. 7 7 m, t h e ti 4 a m plit u d e
e q u als 0. 1 4 m wit h a r el a ti v e p h as e of ‐ 1. 3 d e gr e es. A d di ti o n al t o t h e s e a s urf a c e el e v a ti o n at Vlissi n g e n, t h e
w at er m o ti o n is f or c e d b y a ri v er dis c h ar g e at t h e ti d al w eir. T his dis c h ar g e is ass u m e d c o nst a nt at a t y pi c al
s u m m er v al u e of 2 0 m 3 /s. T h e t y pi c al al o n g‐ c h a n n el s u b ti d al s ali nit y pr o til e f or s u m m er c o n di fi o ns h as b e e n
d eri v e d fr o m m e as ur e m e nts a n d is d es cri b e d b y a s m o ot hl y d e cr e asi n g f u n c ti o n t h at is a p pr o xi m at el y z er o at
1 0 0 k m i nt o t h e est u ar y. V er tt c al or t e m p or al v ari a ti o ns i n t h e s ali nit y pr o til e ar e s m all wit hi n t h e c o urs e of a
s e as o n a n d ar e t h er ef or e n ot t a k e n i nt o a c c o u nt.

W at er l e v el m e as ur e m e nts b as e d o n tt m e s eri es m e as ur e d at 1 3 st a fi o ns al o n g t h e est u ar y i n 2 0 0 9 ar e us e d t o
c ali br at e a n d v ali d at e t h e m o d el r es ults. T h e st a ti o ns a n d t h eir dist a n c e fr o m Vlissi n g e n ar e list e d i n T a bl e 1.
M e as ur e m e nts of t h e s u b tt d al, fk 2 a n d ti 4 v el o cit y ar e o bt ai n e d fr o m m e as ur e m e nt c a m p ai g ns at 1 1 st a 𝑀 o ns
al o n g t h e est u ar y b et w e e n 2 0 1 1 a n d 2 0 1 4. T h e m e as ur e m e nts as pr es e nt e d h er e ar e t h e al o n g‐ c h a n n el v el o‐
ci 𝑀 es b as e d o n A D C P m e as ur e m e nts al o n g cr oss‐s e c ti o n al tr a ns e cts. M or e i nf or m a fi o n o n t h e m e as ur e m e nts
c a n b e f o u n d i n Br o u w er et al. ( 2 0 1 7).

2. 2 M o d elli n g m et h o d

T h e m o d el is b as e d o n t h e 𝑀 d al ri v er m o d el b y I a n ni ell o ( 1 9 7 7, 1 9 7 9) a n d C h er n ets k y et al. ( 2 0 1 0) a n d s ol v es
f or t h e wi dt h‐ a v er a g e d ti d al el e v a 𝑀 o n ti , wi dt h‐ a v er a g e d h ori z o nt al ti o w v el o cit y ti a n d wi dt h‐ a v er a g e d v er ti c al
ti o w v el o cit y ti . T h e m o d el d o m ai n is s k et c h e d i n Fi g ur e 3. T h e wi dt h ti a n d d e pt h ti ar e all o w e d t o v ar y
ar bitr aril y b ut s m o ot hl y i n t h e al o n g‐ c h a n n el dir e c ti o n. T h e l e n gt h of t h e ti d al ri v er is b o u n d e d, wit h t h e
m o ut h of t h e ri v er at ti = 0 a n d a ti d al w eir at 𝑀 = ti . T h e v ari a 𝑀 o n of t h e h ori z o nt al a n d v er ti c al v el o cit y is
r es ol v e d o v er t h e v er ff c al dir e c ffi o n ti b et w e e n t h e b e d ti = − ti a n d t h e m e a n s e a l e v el at ti = 0 .

T h e e q u a ti o ns f or ti d al ti o ws ar e n o n‐li n e ar, w hi c h r e n d ers t h e m g e n er all y h ar d t o s ol v e. T h e e q u a ff o ns c a n b e
str o n gl y si m pli ti e d usi n g a p ert ur b a 𝜈 o n m et h o d . T h e m et h o d us e d h er e ass u m es t h at t h e w at er l e v el el e v a 𝑈 o n
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T a bl e 1 – St a ti o ns of w at er l e v el m e as ur e m e nts

St a ti o n  Dist a n c e t o Vlissi n g e n ( k m)

Vlissi n g e n 0
T er n e u z e n 1 8. 5
H a ns w e ert 3 3. 8
B at h 4 9. 8
Pr os p er p ol d er 5 4
Li e ti e ns h o e k 6 1. 1
A nt w er p e n 7 5. 6
T e ms e 9 7. 3
St. A m a n ds 1 0 6. 8
D e n d er m o n d e 1 1 9. 8
S c h o o n a ar d e 1 3 0. 6
W e ti er e n 1 4 2. 7
M ell e 1 4 8. 8

B( x) 

x 

0 L 

( a)

- H ( x) 

x 

0 L 
0 

z ζ ( x) 

( b)

Fi g ur e 3 – S k et c h of a t y pi c al wi dt h ( a) a n d d e pt h ( b) pr o til e i n t h e m o d el.

ti is s m all c o m p ar e d t o t h e d e pt h. T his c o n di fl o n is f or m all y e x pr ess e d as

ti =
ti

ti
∣
ti = 0

≪ 1.

C o ns e q u e n tl y, t h e w at er l e v el, v el o cit y c o m p o n e nts a n d e d d y vis c osit y is wri ti e n as a s eri es

ti = ti 0 + ti 1 + ti 2 + … ,

fi = ti 0 + tt 1 + ti 2 + … ,

ti = tt 0 + fi 1 + ti 2 + … ,

tt fk = ti 𝑀
0

+ 𝑀 ti
1

+ fi 𝑀
2

+ … ,

w h er e t h e s u p er‐s cri pts d e n ot e t h e or d er ( 0 =l e a di n g or d er, 1 = tirst or d er et c.). It is ass u m e d t h at 𝑀 1 is t y pi c all y
a f a ct or ti s m all er t h a n ti 0 , ti 2 is a f a ct or ti s m all er t h a n ti 1 et c et er a. It f oll o ws t h at t h e or d ers of ti q ui c kl y b e c o m e
s m all er if ti is s u ti ci e ntl y s m all.

It is ass u m e d t h at t h e e xt er n all y g e n er at e d ti 4 ti d al a m plit u d e is of or d er ti (i. e. s m all) c o m p ar e d t o t h e ti 2

𝑀 d e a n d t h at t h e ri v er dis c h ar g e v el o cit y is or or d er ti c o m p ar e d t o t h e t h e t y pi c al 𝑀 2 ti d al v el o cit y. T h e l a ff er
ass u m p ffi o n is t e c h ni c all y n ot v ali d n e ar t h e ti d al w eir, w h er e t h e ri v er v el o cit y is l ar g er t h a n t h e v a nis hi n g ti d al
v el o cit y. I n pr a c ti c e t his is h o w e v er n ot a pr o bl e m, as t h e m o d el s till r es ol v es t h e ri v er ti o w r e as o n a bl y w ell.
F urt h er m or e it is ass u m e d t h at t h e s ali nit y ti el d is w ell mi x e d a n d st a ti o n ar y a n d t h at t h e e ff e ct of wi n d, w a v es,
ri v er b e n ds, si d e c h a n n els a n d ti d al 𝜈 ats o n t h e 𝑈 d al 𝑀 o w ar e n e gli gi bl e.

U n d er t h e a b o v e ass u m p 𝑔 o ns, it is f o u n d b y a s c ali n g a n al ysis t h at all n o n‐li n e ar t er ms i n t h e e q u a 𝛽 o ns of
m o 𝐴 o n ar e of or d er 𝜈 c o m p ar e d t o t h e li n e ar t er ms. As a c o ns e q u e n c e, t h e f ull n o n‐li n e ar e q u a 𝑈 o ns ar e
a p pr o xi m at e d u p t o l e a di n g or d er b y a li n e ar es 𝑀 m at e of t h e l e a di n g‐ or d er ti 2 𝛼 d al 𝑈 o w. T h e tirst‐ or d er
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c orr e c ti o n c o nt ai ns a li n e ar es ti m at e of t h e ti 4 ti d al a n d c o nst a nt ri v er ti o ws a n d a li n e ar es ti m at e of t h e n o n‐
li n e ari fl es a c ti n g o n t h e ti 2 ti d al ti o w. E v e n hi g h er or d ers c o nt ai n li n e ar es ti m at es of t h e n o n‐li n e ar t er ms
a c ti n g o n t h e ti 4 ti d al a n d ri v er ti o ws a n d n o n‐li n e ar i nt er a c fi o ns b et w e e n t h e ti d al a n d ri v er c o m p o n e nts.
T h e li n e ar e q u a tt o ns at e a c h or d er ar e e asil y s ol v e d f or a n d pr o vi d e i nsi g ht i nt o t h e p h ysi c al m e c h a nis ms t h at
a ct o n t h e ti o w. T h e p h ysi c al m e c h a nis ms dis ti n g uis h e d b y t h e m o d el ar e list e d i n T a bl e 2 t o g et h er wit h a s h ort
d es cri p tt o n a n d t h e or d er at w hi c h e a c h m e c h a nis m a p p e ars.

T a bl e 2 – O v er vi e w of t h e p h ysi c al m e c h a nis ms a c fi n g o n t h e ti o w a n d t h e or d er w h er e t h e y a p p e ar i n t h e e q u a tt o ns.

M e c h a nis m  D es cri p fk o n Or d er

E xt er n al ti d e Li n e ar pr o p a g a 𝑀 o n of t h e 𝑀 2 (l e a di n g or d er) a n d ti 4 ( first or d er)
𝑀 d e f or c e d fr o m t h e N ort h S e a

0, 1

Ri v er C o nst a nt ri v er dis c h ar g e 1
B ar o cli ni c Fl o w g e n er at e d b y t h e b ar o cli ni c pr ess ur e, c a us e d b y t h e h ori‐

z o nt al s ali nit y gr a di e nt
1

A d v e c ti o n  N o n‐li n e ar e 𝑀 e ct of ti d al pr o p a g a ti o n d u e t o s p a ti al a c c el er a ti o n
or d e c el er a ti o n of t h e ti o w

≥ 1

N o‐str ess c orr e c‐
ti o n

N o n‐li n e ar e ti e ct of ti d al pr o p a g a ti o n ori gi n a ti n g fr o m m o‐
m e nt u m of t h e ti o w g e n er at e d b et w e e n t h e a ct u al s urf a c e a n d
t h e r ef er e n c e s urf a c e (𝑀 = 0 )

≥ 1

Ti d al r et ur n ti o w  N o n‐li n e ar e 𝑀 e ct of ti d al pr o p a g a ff o n ori gi n a ffi n g fr o m t h e c orr el‐
a ti o n b et w e e n t h e v el o cit y a n d w at er l e v el el e v a ti o n ( als o k n o w n
as St o k es dri ti). T his c orr el a ti o n l e a ds t o a tr a ns p ort of w at er t h at
n e e ds t o b e c o m p e ns at e d b y a r et ur n ti o w i n or d er t o s a tisf y t h e
b al a n c e of m ass

≥ 1

Mi xi n g c orr e c ti o n Fl o w c orr e c ff o n b y m o d ell e d c orr e c ti o ns t o t h e l e v el of t ur b ul e nt
mi xi n g m a d e at t h e s a m e or d er. T his o nl y a p pli es if t h e e d d y vis‐
c osit y is m a d e d e p e n d e nt o n t h e w at er l e v el or v el o cit y

≥ 1

T h e t ot al c o m p ut e d s urf a c e el e v a 𝜈 o n a n d v el o cit y c o nsist of t h e e xt er n all y f or c e d 𝑈 2 , 𝑀 4 a n d s u b 𝑔 d al c o m‐
p o n e nts as w ell as o v er‐ 𝛽 d es ( 𝐴 4 , 𝜈 6 , 𝑈 8 et c.) g e n er at e d b y n o n‐li n e ar i nt er a c 𝑀 o ns. I n pr a c ti c e, it is s u 𝛼‐
ci e ntl y a c c ur at e t o d es cri b e t h e t ot al s urf a c e el e v a 𝑈 o n a n d v el o cit y b y a ti nit e n u m b er of o v er‐ 𝑈 d e c o m p o n e nts.
T his all o ws us t h e e x pr ess t h e s ol u 𝑀 o n as

𝛽 = ℜ ⎛⎜

⎝

𝑈 m a x

∑
𝑀 = 0

̂𝑈 𝑀 tti 𝐴 𝜈 𝑀 ⎞⎟

⎠

,

𝐴 = ℜ ⎛⎜

⎝

𝜈 m a x

∑
ti = 0

𝐴̂𝜈 𝑀 𝐴 𝜈 ti ⎞⎟

⎠

, ( 1)

ti = ℜ ⎛⎜

⎝

𝛼 m a x

∑
𝑈 = 0

t̂i𝑈 𝑀 𝛽 𝑈 𝑀 ⎞⎟

⎠

.

H er e, 𝑈 is t h e a n g ul ar fr e q u e n c y of t h e 𝑀 2 ti d e a n d t h e v ari a bl es ̂𝜁 𝑛 , 𝑢̂𝑛 a n d 𝑤̂𝑛 c o nt ai n t h e a m plit u d e a n d
p h as e i nf or m a ti o n of t h e ti d al c o m p o n e nt 𝑀 2 𝑛 . I n o ur st u d y 𝑓 m a x = 5 , w hi c h m e a ns t h at t h e m o d el r es ol v es
all ti d al c o m p o n e nts u p t o t h e 𝑀 1 0 ti d e. T his h ar m o ni c d e c o m p osi ti o n m e a ns t h at t h e m o d el d o es n ot n e e d
a n y ti m e‐i nt e gr a ti o n m et h o d, b ut c a n s ol v e f or t h e ti d al c o m p o n e nts dir e ctl y.
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2. 3 F or m ul a ti o ns f or t h e e d d y vis c osit y a n d b o ti o m fri c ti o n

I n t h e m o d el of Br o u w er et al. ( 2 0 1 7), t h e e ti e cts of fri c ti o n ar e g o v er n e d b y t h e v er ti c al e d d y vis c osit y fl ti a n d
p ar ti al‐sli p p ar a m et er ti ti . T h es e p ar a m et ers ar e ass u m e d c o nst a nt al o n g t h e est u ar y. M ost c o m pl e x t hr e e‐
di m e nsi o n al m o d els h o w e v er us e t h e ti − ti t ur b ul e n c e cl os ur e m o d el t o c al c ul at e a v er ti c al e d d y vis c osit y
c o e ti ci e nt t h at v ari es i n ti m e a n d s p a c e a c c or di n g t o a n o n‐li n e ar p ar fi al di ti er e n tt al e q u a ti o n t h at d e p e n ds
o n t h e v el o cit y a n d d e pt h. S u c h m o d els a d di ti o n all y o tt e n us e q u a dr a fi c sli p b o u n d ar y c o n di ti o ns. T h e tt − fk
m o d el us es o nl y o n e c ali br a ti o n p ar a m et er, w hi c h is t h e b e d r o u g h n ess 𝑀 0 .

I n or d er t o c a pt ur e s o m e of t h e c o m pl e x s p a 𝑀 al a n d t e m p or al b e h a vi o ur of t h e e d d y vis c osit y, w e p ar a m etris e
it usi n g a s et of n e w, r el a ti v el y si m pl e li n e ar a n d n o n‐li n e ar t ur b ul e n c e cl os ur es t h at ar e d eri v e d fr o m t h e fi − 𝑀
m o d el. T o t his e n d, t h e ti − 𝑀 m o d el h as b e e n r u n i n a w at er c ol u m n m o d el f or 4 0 0 e x p eri m e nts wit h di ti er e nt
ti d al ti o ws a n d v ar yi n g v al u es f or t h e v el o cit y, d e pt h a n d r o u g h n ess. V er ti c all y u nif or m e d d y vis c osit y pr o til es
h a v e b e e n ti ti e d t o e a c h of t h es e e x p eri m e nts, s o t h at o n e o bt ai ns cl os ur es t h at r el at e t h e e d d y vis c osit y
ti ti a n d p ar ti al sli p p ar a m et er ti ti t o t h e v el o cit y 𝑀 , d e pt h ti a n d b e d r o u g h n ess 𝑀 0 . T h e ti ff n g pr o c e d ur e is
dis c uss e d i n m or e d et ail i n A p p e n di x A 2.

2. 3. 1 Li n e ar si n gl e p ar a m et er f or m ul a ffi o n

T h e tirst r el a ti o n o bt ai n e d fr o m ti ti n g t h e e d d y vis c osit y t o t h e ti − ti m o d el is

ti ff = 0. 5 ti 𝜈 𝑈. ( 2)

T his r el a 𝑀 o n st at es t h at t h er e is a 𝑔 x e d r el a 𝛽 o n b et w e e n 𝐴 𝜈 a n d 𝑈 𝑀 i n ti d al 𝛼 o ws t h at o nl y d e p e n ds o n t h e
l o c al d e pt h. T his r el a 𝑈 o n d o es n ot d e p e n d o n t h e v el o cit y, s o t h at t h e h y dr o d y n a mi c m o d el r e m ai ns li n e ar. It
is t h us a f ast a n d e as y m et h o d f or r e d u ci n g t h e t w o c ali br a ti o n p ar a m et ers 𝑈 𝑀 a n d 𝛽 𝑈 t o a si n gl e c ali br a 𝑀 o n
p ar a m et er 𝑈 𝑀 .

2. 3. 2 N o n‐li n e ar s c al e d f or m ul a tti o n

Alt er n a 𝐴 v el y o n e c a n us e t h e di m e nsi o nl ess r o u g h n ess h ei g ht 𝜈 ∗
0 as c ali br a 𝑀 o n p ar a m et er. T his p ar a m et er

r e pr es e nts t h e si z e of ’r o u g h n ess‐ d et er mi ni n g el e m e nts’, s u c h as ri p pl es a n d d u n es o n t h e b e d, r el a 𝐴 v e t o t h e
l o c al d e pt h. T his is ar g u a bl y a m or e c orr e ct r o u g h n ess p ar a m et er t h a n 𝜈 ti , b e c a us e 𝐴 𝜈 f oll o ws fr o m a L or e nt z
li n e aris a 𝑀 o n, w hi c h m e a ns it is a c o m bi n a 𝐴 o n of t h e r o u g h n ess a n d a t y pi c al n e ar‐ b e d v el o cit y. Usi n g t h e r es ult
of t h e 𝜈 − ti m o d el f or ti d al 𝛼 o ws, b ot h 𝑈 ti a n d 𝑈 𝑀 c a n b e r el at e d t o 𝛽 ∗

0 a c c or di n g t o

𝑈 𝑀 = 0. 1 6| 𝑈| 𝑀 (( 1 + ti ∗
0 ) l n (

1

𝜁 ∗
0

+ 1 ) − 1 )

− 2

, ( 3)

𝑛 𝑢 = 0. 3 5| 𝑛| (( 1 + 𝑤 ∗
0 ) l n (

1

𝑛 ∗
0

+ 1 ) − 1 )

− 2

. ( 4)

B ot h ti ti a n d 𝑀 𝑛 ar e n o w pr o p or 𝑓 o n al t o t h e a bs ol ut e v al u e of t h e v el o cit y, m a ki n g t h e h y dr o d y n a mi c m o d el
n o n‐li n e ar. T h e n u m b er of c ali br a ti o n p ar a m et ers is a g ai n r e d u c e d t o o n e: t h e di m e nsi o nl ess r o u g h n ess h ei g ht
𝑀 ∗

0 .

As t h e v el o cit y is e x p a n d e d i nt o a s eri es ti 0 + ti 1 + … , t h e e d d y vis c osit y a n d p ar ti al‐sli p p ar a m et er i n ( 3)‐( 4)
s h o ul d als o b e e x p a n d e d i nt o si mil ar s eri es. W e t h er ef or e o bt ai n s eri es ti ti

0
+ 𝐴 𝜈

1
+ … a n d 𝑠 0

𝑓 + 𝑠 1
𝑓 + … . I n

t h e m o d el, t h e l e a di n g‐ or d er e d d y vis c osit y a n d p ar ti al sli p p ar a m et er r e pr es e nt t h e r o u g h n ess of t h e s yst e m
a n d r e m ai n p art of t h e di ff er e n ti al e q u a ti o n. T h e hi g h er‐ or d er e d d y vis c osit y a n d p ar ti al sli p t er ms a p p e ar as
f or ci n g t er ms. T h e v el o cit y 𝑢 𝑛 at or d er 𝑛 d e p e n ds o n 𝐴 𝜈

𝑛
a n d 𝑠 𝑛

𝑓 , w hil e 𝐴 𝜈
𝑛

a n d 𝑠 𝑛
𝑓 i n t ur n d e p e n d o n 𝑢 𝑛 . T his
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n o n‐li n e ar i n t er a c ti o n is s k et c h e d i n Fi g ur e 4. At l e a di n g or d er, t h e m o d el is f ull y n o n‐li n e ar as t h e ti d al ti o w
d et er mi n es t h e l e a di n g‐ or d er e d d y vis c osit y, w hi c h i n t ur n a ti e cts t h e ti d al ti o w. O n t h e hi g h er or d ers, all t h e
p h ysi c al m e c h a nis ms t h at a ct at t his or d er d et er mi n e t h e e d d y vis c osit y at t h at or d er. H o w e v er, si n c e t h e e d d y
vis c osit y at hi g h er or d ers a p p e ar as a f or ci n g t er m, it o nl y a p p e ars i n o n e p h ysi c al m e c h a nis m: t h e mi xi n g
t er m. T h er ef or e all m e c h a nis ms, e x c e pt f or t h e mi xi n g t er m, ar e i n d e p e n d e nt of t h e e d d y vis c osit y at t h at
or d er a n d s o t h e y ar e i n d e p e n d e nt of ot h er fl o w m e c h a nis ms at t h e s a m e or d er. T h e di ti er e nt m e c h a nis ms
c o ntri b u ti n g t o t h e ti o w c a n t h us s till b e s e p ar at e d e v e n t h o u g h t h e e q u a ti o ns wit h t h e t ur b ul e n c e m o d el
( 3)‐( 4) ar e n o n‐li n e ar.

Ti d e  

Ri v er  

A d v e cti o n  

Mi xi n g  

…  

T ur b ul e n c e m o d el  

Ti d e  T ur b ul e n c e m o d el  L e a di n g or d er  

Or d er n ≥ 1  

Fi g ur e 4 – S c h e m a ti c o v er vi e w of t h e p h ysi c al m e c h a nis ms a ti e c ti n g t h e ti o w a n d t h eir i nt er a c fi o n wit h t h e t ur b ul e n c e m o d el. At
l e a di n g or d er, t h e ti d al tt o w h as a m ut u al i nt er a c ti o n wit h t h e t ur b ul e n c e m o d el. At hi g h er or d ers, all m e c h a nis ms a ti e ct t h e

hi g h er‐ or d er t ur b ul e nt mi xi n g, b ut t his i n t ur n o nl y a tt e cts a si n gl e t ur b ul e nt mi xi n g f or ci n g c o m p o n e nt of t h e fi o w.

T h e e d d y vis c osit y a n d p ar ti al‐sli p p ar a m et er i n ( 3)‐( 4) v ar y i n tt m e d u e t o t h e fk m e‐ v ari a ti o n of | 𝑀|. Ti m e‐
v ari a 𝑀 o ns of t h e e d d y vis c osit y ar e i n c or p or at e d i nt o t h e m o d el of Br o u w er et al. ( 2 0 1 7) b y usi n g t h e m et h o d of
Dij kstr a ( 2 0 1 4). E x p eri m e nts will b e d o n e wit h a n d wit h o ut ti m e‐ v ari a fi o ns of 𝑀 ti a n d 𝑀 ti s o t h at t h ei m p ort a n c e
of s u c h ti m e‐ v ari a ti o ns c a n b e ass ess e d.

T h e s c al e d a p pr o a c h r eli es o n t h e hi g h er‐ or d er e d d y vis c osit y c o m p o n e nts b ei n g s m all c o m p ar e d t o t h el e a di n g‐
or d er e d d y vis c osit y. T his is n ot n e c ess aril y t h e c as e, es p e ci all y n e ar t h e l a n d w ar d e n d of t h e est u ar y, w h er e
t h e l e a di n g‐ or d er ti d e b e c o m es r el a ti v el y w e a k. W e t h er ef or e i n cl u d e a us er‐ d e ti n e d mi ni m u m v al u e f or t h e
l e a di n g‐ or d er s u b‐ ti d al e d d y vis c osit y, w hi c h is r el a ti v e t o t h e d e pt h b ut i n d e p e n d e nt of t h e v el o cit y, i. e.

ti ti
0
/ ti ≥ ( ti 𝑀 / ti )

mi n
.

2. 3. 3 N o n‐li n e ar tr u n c at e d f or m ul a 𝑀 o n

T h e s c ali n g of t h e e d d y vis c osit y c a n s till b e c o m pr o mis e d w h e n i n cl u di n g l ar g e ff m e v ari a ffi o ns of t h e e d d y
vis c osit y. T h e s c al e d a p pr o a c h s till c o n v er g es, b ut t h e c o n v er g e n c e is sl o w a n d r es ults at di ti er e nt or d ers m y
os cill at e s o t h at o n e or d er a p pr o xi m at el y c a n c els a n ot h er. T his hi g hl y c o m pli c at es t h e i nt er pr et a ti o n of t h e
r es ult. A n alt er n a ti v e a p pr o a c h is t o us e a tr u n c a ti o n of t h e r es ult. I n t his a p pr o a c h all t h e di ti er e nt or d ers
of m a g nit u d e of t h e e d d y vis c osit y ar e a d d e d t o g et h er a n d t h e h y dr o d y n a mi c m o d el o nl y us es t h e t ot al e d d y
vis c osit y. T his a p pr o a c h is s k et c h e d i n Fi g ur e 5. All p h ysi c al m e c h a nis ms n o w a ti e ct t h e e d d y vis c osit y, w hi c h i n
t ur n a ff e cts all p h ysi c al ti o w m e c h a nis ms. T h e m o d el is t h er ef or e f ull y n o n‐li n e ar a n d di 𝜈 er e nt c o ntri b u 𝑈 o ns
t o t h e 𝑀 o w c a n t h er ef or e n o l o n g er stri ctl y b e s e p ar at e d.

T h e us er‐ d e 𝑔 n e d mi ni m u m e d d y vis c osit y i ntr o d u c e d a b o v e will als o b e us e d f or t h e tr u n c at e d f or m ul a 𝛽 o n.
T e c h ni c all y, t his mi ni m u m is n ot r e q uir e d f or t h e t ur b ul e n c e m o d el, si n c e t h e e d d y vis c osit y is n o l o n g er
or d er e d a n d d e p e n ds o n all 𝐴 o w c o m p o n e nts. H o w e v er, t h e e d d y vis c osit y v ari es o n v er y s h ort s p a 𝜈 al s c al es
n e ar t h e l a n d w ar d e n d of t h e est u ar y, vi ol a 𝑈 n g t h e s c ali n g of t h e h y dr o d y n a mi c m o d el. A mi ni m u m e d d y
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vis c osit y c a n r estri ct t h e s p a ti al v ari a ti o ns t o s u c h e xt e nt t h at t h e s c ali n g m et h o d f or h y dr o d y n a mi cs is s till
s a tis ti e d.

Ti d e  

Ri v er  

A d v e cti o n  

Mi xi n g  

…  

T ur b ul e n c e m o d el  Ti d e  L e a di n g or d er  

Fi g ur e 5 – S c h e m a ti c o v er vi e w of t h e tr u n c at e d t ur b ul e n c e m o d el a p pr o a c h. All p h ysi c al fl o w m e c h a nis ms t o g et h er f or m t h e i n p ut t o
t h e t ur b ul e n c e m o d el. T h e t ur b ul e n c e m o d el i n t ur n a ti e cts all t h e p h ysi c al ti o w m e c h a nis ms. T h e s e p ar at e m e c h a nis ms c a n n o

l o n g er b e s e p ar at e d.
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3 R es ults

3. 1 B as e m o d el

3. 1. 1 B as e m o d el of Br o u w er et al. ( 2 0 1 7)

T h e b as e m o d el f or t h e S c h el dt h as b e e n c ali br at e d b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7). T h e y c ali br at e d t h e m o d el b y
usi n g a c ost f u n c ti o n e v al u a ti n g t h e R M S di ti er e n c e b et w e e n m o d el r es ults a n d m e as ur e m e nts. T his h as b e e n
d o n e f or a l ar g e r a n g e of t h e c ali br a ti o n p ar a m et ers ti ti a n d fl ti . T h e r es ult is pr es e nt e d i n Fi g ur e 6 a, w hi c h
s h o ws a l ar g e b a n d of c ali br a ti o n p ar a m et ers f or w hi c h t h e c ost f u n c ti o n f or t h e ti 2 ti d e is v er y cl os e t o its
mi ni m u m ( bl u e c ol o urs). T h e e x a ct mi ni m u m is d e n ot e d b y t h e r e d d ot. H o w e v er, b as e d o n a vis u al j u d g e m e nt
of t h e r es ult, Br o u w er et al. ( 2 0 1 7) d e ci d e d t o us e t h e v al u es

ti ti = 0. 0 6 1 m 2 /s, ( 5)

ti ti = 0. 0 0 3 m/s ,

w hi c h is d e n ot e d b y t h e y ell o w d ot. Fi g ur e 6 b s h o ws t h e c ost f u n c fi o n f or t h e ti 4 tt d e. T h e mi ni m u m of t his
c ost f u n c ti o n (r e d d ot) is o n t h e e d g e of t h e d o m ai n at u nr e alis ti c v al u es of t h e p ar a m et ers. T h e b as e c as e is
t h er ef or e n ot c ali br at e d f or t h e tt 4 fi d e.

− 3. 0 − 2. 5 − 2. 0 − 1. 5 − 1. 0 − 0. 5 0. 0

lo g 1 0 ( s f, 0 ) ( m/ s)

− 3. 0

− 2. 5

− 2. 0

− 1. 5

− 1. 0

− 0. 5

0. 0

l
o

g 1
0
(

A ν
,

0)
 (

m2
/
s)

C o s t M 2

( a)

− 3. 0 − 2. 5 − 2. 0 − 1. 5 − 1. 0 − 0. 5 0. 0

lo g 1 0 ( s f, 0 ) ( m/ s)

− 3. 0

− 2. 5

− 2. 0

− 1. 5

− 1. 0

− 0. 5

0. 0

l
o

g 1
0
(

A ν
,

0)
 (

m2
/
s)

C o s t M 4

( b)

Fi g ur e 6 – Pl ot of t h e c ost f u n c ti o n t h at c o m p ar es t h e ttt b et w e e n t h e m e as ur e m e nts a n d m o d el r es ult f or t h e fk 2 ti d e ( a) a n d 𝑀 4

𝑀 d e ( b). T h e c ost f u n c ti o n is c o m p ut e d f or a r a n g e of t h e c ali br a fi o n p ar a m et ers 𝑀 ti a n d 𝑀 ti . T h e bl u e c ol o urs i n di c at e t h e s m all est
v al u es of t h e c ost f u n c ti o n. T h e r e d d ot d e n ot es t h e mi ni m u m, w hil e t h e y ell o w d ot d e n ot es t h e c ali br a ti o n c h os e n b y Br o u w er et al.

( 2 0 1 7).

T h e w at er l e v el a m plit u d e a n d p h as e a n d t h e v el o cit y a m plit u d e f or t h e c ali br at e d b as e c as e wit h s e ti n g ( 5)
ar e pr es e nt e d i n Fi g ur e 7. T h er e is a q uit e g o o d c orr es p o n d e n c e b et w e e n m o d el r es ult a n d m e as ur e m e nts
c o n c er ni n g t h e ti 2 a m plit u d e i n t h e tirst h alf of t h e est u ar y, wit h a m a xi m u m err or of a b o ut 1 0 c m. Als o,
t h er e is g o o d c orr es p o n d e n c e c o n c er ni n g t h e ti 2 a n d ti 4 p h as e, wit h m a xi m u m err ors of 1 0 a n d 2 0 d e gr e es
r es p e c ti v el y. T h e ti 2 a m plit u d e i n t h e U p p er S e a S c h el dt a n d ti 4 a m plit u d e i n t h e w h ol e est u ar y ar e o v er‐
es ti m at e d b y u p t o 5 0 c m. I n c as e of t h e 𝑀 4 ti d al a m plit u d e, t his o v er es 𝑀 m a ti o n is m or e t h a n 1 0 0 % of t h e
m e as ur e d a m plit u d e. T h e cr oss‐s e c ff o n all y a v er a g e d v el o cit y is di ffi c ult t o m e as ur e a n d m a y b e s u bj e ct t o l ar g e
m e as ur e m e nt err ors. T h e c o m p aris o n b et w e e n m e as ur e d a n d m o d ell e d v el o cit y is t h er ef or e o nl y i n di c a ti v e.
T h at b ei n g s ai d, t h e r es ults f or t h e ti 2 a n d ti 4 v el o cit y ( Fi g ur e 7 c) s h o w a si mil ar p a ti er n as s e e n f or t h e s ur‐
f a c e el e v a ti o n: t h e ti 2 v el o cit y is w ell a p pr o xi m at e d u p t o t h e U p p er S e a S c h el dt, w hil e t h e ti 4 v el o cit y is
o v er es ff m at e d i n t h e w h ol e est u ar y.
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y
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Fi g ur e 7 – M o d el r es ults of t h e b as e m o d el (s oli d li n es) c o m p ar e d t o m e as ur e m e nts ( d ots) f or t h e w at er l e v el a m plit u d e ( a), w at er
l e v el p h as e ( b) a n d d e pt h‐ a v er a g e d v el o cit y a m plit u d e ( c) al o n g t h e S c h el dt Ri v er. T h e pl a c e n a m es o n t h e h ori z o nt al a xis c orr es p o n d

t o t h e w at er l e v el st a ti o ns.

3. 1. 2 Li n e ar si n gl e‐ p ar a m et er c ali br a ti o n

T h e t w o‐ p ar a m et er c ali br a ti o n pr es e nt e d i n Fi g ur e 6 all o ws f or a wi d e r a n g e of c o m bi n a ti o ns of ti ti a n d fl ti . I n
t his s e c ti o n w e eli mi n at e ti ti as c ali br a ti o n p ar a m et er usi n g r el a ti o n 2 i ntr o d u c e d i n S e c ti o n 2. 3. T his r el a ti o n
e x pr ess es ti fi as a li n e ar f u n c ti o n of tt ti a n d t h e l o c al d e pt h. T h e m o d el is c ali br at e d usi n g t h e r e m ai ni n g p ar a‐
m et er ti tt , s e e Fi g ur e 8. T h e fi 2 c ost f u n c ti o n n o w h as a cl e ar mi ni m u m f or tt fk = 4. 8 ⋅ 1 0 − 3 m/s. T h e ti 4 c ost
f u n c 𝑀 o n o n t h e ot h er h a n d h as a v er y 𝑀 at mi ni m u m a n d is i ns e nsi ti v e t o l ar g e r o u g h n ess v al u es. W e t h er ef or e
pr ef er t o c ali br at e t h e m o d el s ol el y o n t h e fi 2 𝑀 d e.

Fi g ur e 9 s h o ws t h e w at er l e v el a m plit u d e w h e n usi n g ti 𝑀 = 4. 8 ⋅ 1 0 − 3 m/s. R estri c ti n g o ur a ti e n ti o n t o t h e ti 2

ti d e f or t h e m o m e nt, w e s e e t h at t h e w at er l e v el a m plit u d e is u n d er‐ pr e di ct e d b y u p t o 1 5 c m i n m ost of t h e
est u ar y, w hil e it is o v er‐ pr e di ct e d i n t h e U p p er S e a S c h el dt b y u p t o 4 0 c m. T h er e ar e o nl y s m all di ti er e n c es
c o m p ar e d t o t h e b as e m o d el. It c a n t h us b e c o n cl u d e d t h at t h e d e pt h‐ d e p e n d e n c e of t h e e d d y vis c osit y t h at is
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Fi g ur e 8 – C ost f u n c ti o n f or t h e ti 2 ti d e ( a) a n d ti 4 ti d e ( b) as a f u n c ti o n of t h e c ali br a fl o n p ar a m et er ti ti . T h e r e d d ots i n di c at e t h e
mi ni m u m v al u es a ti ai n e d.

n o w c o nt ai n e d i n t h e m o d el n eit h er i m pr o v es n or w ors e ns t h e r es ult. T his r es ult is si g ni ti c a nt: it i m pli es t h at it
is p ossi bl e t o r e pl a c e t h e t w o c ali br a ti o n p ar a m et ers i n t h e b as e m o d el b y a si n gl e c ali br a ti o n p ar a m et er wit h
si mil arl y s a tisf a ct or y r es ults. T his si n gl e p ar a m et er n o w h as a si n gl e b est v al u e f or c ali br a ti o n f or t h e ti 2 fi d e,
w hi c h m a k es t h e r es ults m or e r o b ust.
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Fi g ur e 9 – M o d el r es ults of t h e li n e ar si n gl e‐ p ar a m et er m o d el (s oli d li n es) c o m p ar e d t o m e as ur e m e nts ( d ots) f or t h e w at er l e v el
a m plit u d e ( a) a n d w at er l e v el p h as e ( b) al o n g t h e S c h el dt Ri v er. T h e pl a c e n a m es o n t h e h ori z o nt al a xis c orr es p o n d t o t h e w at er l e v el

st a ti o ns.
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3. 2 Hi g h er‐ or d er d y n a mi cs

3. 2. 1 Hi g h er‐ or d er w at er l e v els

T h e b as e m o d el is e xt e n d e d b y i n cl u di n g hi g h er‐ or d er d y n a mi cs. T h es e d y n a mi cs i n cl u d e i nt er a c ti o ns b et w e e n
t h e ti d e a n d ri v er as w ell as n o n‐li n e ar i nt er a c ti o ns of t h e ti d e a n d t h e d e p e n d e n c y of t h e e d d y vis c osit y o n t h e
s u b‐ ti d al w at er l e v el s et‐ u p. It is c h os e n t o k e e p t h e s a m e v al u e of t h e c ali br a ti o n p ar a m et er fl ti = 4. 8 ⋅ 1 0 − 3

m/s as b ef or e. T his all o ws f or a cl e ar c o m p aris o n b et w e e n t h e b as e m o d el a n d t h e m o d el wit h hi g h er‐ or d er
d y n a mi cs. H er e w e i n cl u d e all t h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs u p t o t h e si xt h or d er.

T h e r es ul ti n g w at er l e v el a m plit u d e is s h o w n i n Fi g ur e 1 0. T h e d as h e d li n es s h o ws t h e w at er l e v el a m plit u d e
of t h e l e a di n g a n d tirst or d er a n d ar e t h e s a m e as i n Fi g ur e 9. T h e s oli d li n es s h o w t h e w at er l e v el a m plit u d e
i n cl u di n g t h e hi g h er or d er d y n a mi cs. T h e hi g h er or d er d y n a mi cs ar e o nl y r el e v a nt i n t h e U p p er S e a S c h el dt
a n d m ost n ot a bl e u pstr e a m of D e n d er m o n d e. It is cl e ar fr o m t h e ti g ur e t h at t h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs d o es
n ot l e a d t o a b e ti er c orr es p o n d e n c e b et w e e n t h e m o d el a n d t h e m e as ur e m e nts. B ot h t h e ti 2 a n d ti 4 ti d es
ar e str o n gl y a m pli ti e d n e ar t h e fi d al w eir. As a c o ns e q u e n c e, t h e ti d al a m plit u d e of b ot h c o m p o n e nts is o v er‐
es tt m at e d b y a p pr o xi m at el y o n e m et er at t h e w eir. T h e p h as es, w hi c h w er e a p pr o xi m at e d w ell i n t h e b as e
m o d el, n o w st art t o d e vi at e fr o m t h e m e as ur e m e nts u pstr e a m of D e n d er m o n d e.
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Fi g ur e 1 0 – M o d el r es ults of t h e hi g h er‐ or d er li n e ar si n gl e‐ p ar a m et er m o d el (s oli d li n es) c o m p ar e d t o t h e tirst‐ or d er m o d el ( d as h e d
li n es) a n d t o m e as ur e m e nts ( d ots) f or t h e w at er l e v el a m plit u d e ( a) a n d w at er l e v el p h as e ( b) al o n g t h e S c h el dt Ri v er. T h e pl a c e

n a m es o n t h e h ori z o nt al a xis c orr es p o n d t o t h e w at er l e v el st a ti o ns.

T h e c o ntri b u tt o ns at t h e si xt h or d er h a v e a t y pi c al m a xi m u m w at er l e v el a m plit u d e of 2 0 c m cl os e t o t h e
w eir. A t e nt h‐ or d er c o m p ut a fi o n h as b e e n d o n e i n or d er t o v erif y t h at t h e or d ers b e y o n d t h e si xt h ar e n ot
si g ni ti c a nt. T his c o m p ut a tt o n s h o ws t h at t h e m a g nit u d e of t h e s urf a c e el e v a fk o n a n d v el o cit y is s m all er at e a c h
s u bs e q u e nt or d er. I n di vi d u al t e nt h‐ or d er c o m p o n e nts h a v e a m a xi m u m a m plit u d e of u n d er 1 0 c m. M a n y of
t h es e c o m p o n e nts c a n c el e a c h ot h er, s o t h at t h e m a xi m u m di ti er e n c e b et w e e n c o m p ut a 𝑀 o n u p t o si xt h a n d
t e nt h or d er is a p pr o xi m at el y 1 0 c m i n t h e s u b‐ 𝑀 d al, ti 2 a n d fi 4 w at er l e v el a m plit u d es. Si n c e t h e or d ers u p t o
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t h e si xt h c o v er m ost of t h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs a n d i n or d er t o li mit c o m p ut a ti o n al ti m e, it is c h os e n t a k e
t h e si xt h or d er a t h e m a xi m u m f or all f urt h er e x p eri m e nts.

3. 2. 2 D e c o m p osi ti o n of t h e s e c o n d‐ or d er d y n a mi cs

I n or d er t o e x pl ai n t h e hi g h er‐ or d er r es ults, w e will l o o k cl os er at t h e s e c o n d‐ or d er ti d al el e v a ti o n, s e e Fi g‐
ur e 1 1. T h e s e c o n d‐ or d er h y dr o d y n a mi cs c o nsists of f o ur m e c h a nis ms, w hi c h ar e all n o n‐li n e ar i nt er a c ti o ns
b et w e e n l o w er‐ or d er c o m p o n e nts of t h e w at er m o fl o n. T h e m aj or c o ntri b u ti o ns ar e t h e ti d al r et ur n ti o w,
n o‐str ess a n d mi xi n g c o m p o n e nts. T h e ti d al r et ur n ti o w a n d n o‐str ess c o m p o n e nts ar e b ot h c orr e c ti o ns t o
t h e ti d e d u e t o ti o w b et w e e n t h e r ef er e n c e l e v el ti = 0 a n d t h e a ct u al s urf a c e l e v el. T h e e fi e ct of b ot h is t o
a m plif y t h e ti 2 tt d e i n t h e U p p er S e a S c h el dt. T his c a n b e u n d erst o o d i nt ui ti v el y b y n o ti n g t h at t h e a ct u al
s urf a c e l e v el, o n a v er a g e, is a b o v e t h e r ef er e n c e l e v el i n t h e U p p er S e a S c h el dt, s e e n fr o m t h e s u b tt d al w at er
l e v el s et‐ u p. H e n c e t h e a ct u al d e pt h is l ar g er t h a n t h e r ef er e n c e d e pt h. T h e l ar g e r e d u c fi o n i n d e pt h i n t h e
U p p er S e a S c h el dt is t h e r e as o n t h at t h e ti d al w a v e a m plit u d e d a m ps str o n gl y. T h er ef or e, a c orr e c tt o n t o a
l ar g er d e pt h l e a ds t o l ess d a m pi n g of t h e fk d al w a v e.

T h e mi xi n g c o m p o n e nt r e pr es e nts t h e i n cr e as e d l e v el of mi xi n g w h e n t h e a ct u al s urf a c e l e v el is a b o v e t h e
r ef er e n c e l e v el, s e e als o Fi g ur e 1 2. T h e ti g ur e s h o ws t h e e d d y vis c osit y o v er t h e l e n gt h of t h e est u ar y, wit h
t h e l e a di n g‐ or d er e d d y vis c osit y ( d as h e d li n e) a n d t h e t ot al e d d y vis c osit y u p t o t h e si xt h or d er (s oli d li n e).
T h e e d d y vis c osit y d e cr e as es wit h t h e al o n g‐ c h a n n el dist a n c e. T his is d u e t o t h e d e cr e asi n g d e pt h, as is als o
ill ustr at e d i n t h e ri g ht p a n el, w hi c h s h o ws t h e e d d y vis c osit y r el a 𝑀 v e t o t h e d e pt h. T h e hi g h er‐ or d er e 𝑀 e cts
a d d t ur b ul e nt mi xi n g t o t h e e n d of t h e est u ar y, d u e t o t h e s et‐ u p of t h e w at er l e v el b y t h e ri v er dis c h ar g e a n d
n o n‐li n e ar e ti e cts of t h e fi d e. At t h e 𝑀 d al w eir, t his a d d e d mi xi n g a m o u nts t o 5 0 % of t h e l e a di n g‐ or d er e d d y
vis c osit y. It c a n t h us n ot b e n e gl e ct e d. T h e i n cr e as e d mi xi n g l e a ds t o a n i n cr e as e d d a m pi n g of t h e ti d al w a v e
( Fi g ur e 1 1) i n t h e U p p er S e a S c h el dt p ast D e n d er m o n d e. T h e mi xi n g c o m p o n e nt t h us c o u nt er a cts t h e 𝑀 d al
a m pli ti c a ti o n b y t h e ti d al r et ur n ti o w a n d n o‐str ess c o m p o n e nt. H o w e v er, t h e n et e ti e ct of all hi g h er‐ or d er
c o m p o n e nts is s till a pr o n o u n c e d a m pli ti c a ti o n of t h e ti d e i n t h e U p p er S e a S c h el dt.

E ti e cts si mil ar t o t h os e at s e c o n d or d er c a n b e o bs er v e d i n t h e f o urt h a n d si xt h or d er. T h e t hir d a n d ti ti h or d er
o nl y a 𝑀 e ct t h e s u b ti d al a n d 𝑀 4 ti o w, w hi c h w e will n ot dis c uss i n t his s e c ff o n.

3. 2. 3 Ti d e‐ri v er i nt er a c ffi o n

M ost of t h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs r es ult fr o m n o n‐li n e ar i nt er a c ti o ns b et w e e n t h e e xt er n al ti 2 a n d ti 4 ti d e.
H o w e v er ti d e‐ri v er i nt er a c ti o ns ar e als o c o nt ai n e d i n t h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs. T hr o u g h t h es e i nt er a c ti o ns,
v ari a ff o ns of t h e ri v er dis c h ar g e c a n a ti e ct t h e 𝜈 d al a m plit u d e. T his is t h e r e as o n t o i n v es 𝑈 g at e t h e e 𝑀 e ct of
c h a n gi n g t h e ri v er dis c h ar g e.

T h e 𝑔 d e‐ri v er i nt er a c 𝛽 o n is pr es e nt i n all t h e hi g h er‐ or d er c o m p o n e nts, s u c h as w er e pr es e nt e d i n Fi g ur e 1 1.
T h o u g h t h e m o d el c a n e x pli citl y dis pl a y all i nt er a c 𝐴 o ns b et w e e n t h e 𝜈 d e a n d t h e ri v er dis c h ar g e s e p ar at el y, it
is m or e i nt ui 𝑈 v e t o pl ot t h e t ot al w at er l e v el a m plit u d e f or s e v er al ri v er dis c h ar g es. Fi g ur e 1 3 pl ots t h e w at er
l e v el a m plit u d e f or c as es wit h t y pi c al s u m m er (𝑀 = 2 0 m 3 /s) a n d wi nt er ( ti = 7 0 m 3 /s) dis c h ar g es. T h e
e 𝛼 e cts of t h e ri v er dis c h ar g e o n t h e 𝑈 2 a n d ti 4 𝑈 d e ar e cl e arl y v er y s m all. I n t his m o d el, a n i n cr e as e i n t h e
ri v er dis c h ar g e l e a ds t o a s m all r e d u c 𝑀 o n of t h e 𝛽 2 a n d 𝑈 4 𝑀 d al a m plit u d e n e ar t h e w eir.
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y
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Fi g ur e 1 1 – P h ysi c al m e c h a nis m c o ntri b u ti n g t o t h e s e c o n d‐ or d er w at er l e v el a m plit u d e. T h e gr e e n li n es i n di c at e t h e ti 2

c o ntri b u ti o ns, w hil e t h e c y a n li n es d e n ot e t h e ti 6 c o ntri b u ti o ns. T h e p h ysi c al m e c h a nis m ar e e x pl ai n e d i n 2. T h e a d v e c ti o n t er m is
s m all a n d c a n b e disr e g ar d e d. T h e fl d al r et ur n ti o w a n d n o‐str ess c o m p o n e nts h a v e a p h as e c orr es p o n di n g t o a n a m pli ti c a ti o n of t h e

ti 2 ti d e. T h e mi xi n g c o m p o n e nt h as a p h as e c orr es p o n di n g t o d a m pi n g of t h e ti d e.
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Fi g ur e 1 2 – E d d y vis c osit y, e d d y vis c osit y s c al e d b y t h e d e pt h a n d r o u g h n ess p ar a m et er ti ti al o n g t h e l e n gt h of t h e est u ar y. R es ults
ar e pr es e nt e d u p t o t h e tirst or d er ( d as h e d li n es) a n d si xt h or d er (s oli d li n es). T h e hi g h er‐ or d er mi xi n g t er ms a d d t o t h e t ur b ul e nt

mi xi n g at t h e l a n d w ar d e n d of t h e est u ar y, d u e t o t h e s u b‐ fi d al w at er l e v el s et‐ u p.
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y
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Fi g ur e 1 3 – C o m p ut e d w at er l e v el a m plit u d e f or t y pi c al s u m m er ( ti = 2 0 m 3 /s) a n d wi nt er ( ti = 7 0 m 3 /s) c o n di ti o ns u p t o t h e
si xt h or d er. T h e l o n g‐t er m y e ar‐ a v er a g e m e as ur e m e nts ar e pr o vi d e d as r ef er e n c e ( d ots). T h e v ari a ti o n i n ri v er dis c h ar g e o nl y h as a

mi ni m al e ti e ct o n t h e ti d es.
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y

3. 3 N o n‐li n e ar b o ti o m fri c ti o n

3. 3. 1 C o nst a nt e d d y vis c osit y

T h e pr e vi o us s e c ti o ns h a v e t a k e n t h e l e v el of t ur b ul e nt mi xi n g as a c o nst a nt or f u n c ti o n of t h e l o c al d e pt h, b ut
i n d e p e n d e nt of t h e ti o w v el o cit y. T h e b o ti o m fri c fl o n w as t a k e n as a li n e ar f u n c ti o n of t h e v el o cit y. M or e r e al‐
is ti c all y, t h e r at e of t ur b ul e nt mi xi n g d e p e n ds o n t h e v el o cit y m a g nit u d e a n d t h e b o ti o m fri c ti o n d e p e n ds q u a d‐
r a ti c all y o n t h e v el o cit y. T h es e d e p e n d e n ci es l e a d t o a n o n‐li n e ar m o d el. N e v ert h el ess, as w as d es cri b e d i n
S e c ti o n 2. 3, it is s till p ossi bl e t o a n al ys e t h e di ti er e nt p h ysi c al c o ntri b u ti o ns fr o m t his n o n‐li n e ar m o d el.

T h e d e p e n d e n c e of t h e e d d y vis c osit y a n d p ar fi al sli p p ar a m et er o n t h e v el o cit y is i n c or p or at e d b y usi n g t ur‐
b ul e n c e cl os ur e ( 3)‐( 4). T h es e e q u a ti o ns t a k e t h e di m e nsi o nl ess r o u g h n ess h ei g ht tt ∗

0 as c ali br a ti o n p ar a m et er.
H er e w e o nl y us e t h e s u b‐ ti d al c o m p o n e nt of t h e e d d y vis c osit y a n d r o u g h n ess c o e tt ci e nt; fi m e‐ d e p e n d e n ci es
will b e c o nsi d er e d i n t h e n e xt s e c ti o n. T h e r es ult of t h e c ali br a tt o n u p t o si xt h or d er is pr es e nt e d i n Fi g ur e 1 4.
A g ai n w e fk n d a cl e ar mi ni m u m f or t h e c ali br a ti o n of t h e 𝑀 2 𝑀 d e, w hil e w e ti n d a l ess pr o n o u n c e d mi ni m u m
f or t h e fi 4 𝑀 d e. W e c h o os e t h e b est v al u e f or t h e ti 2 𝑀 d e, w hi c h e q u als ti ∗

0 = 0. 0 0 1 7 . T h e t ur b ul e n c e m o d el
a d di ti o n all y t a k es a mi ni m u m l e v el of t ur b ul e nt mi xi n g at t h e l e a di n g or d er e q u al t o ( ti ti / ti )

mi n
= 2 ⋅ 1 0 − 3 ,

ti ti = 4 ⋅ 1 0 − 3 , s e e als o t h e d es cri p ti o n i n S e c ti o n 2. 3. T h e b a c k gr o u n d mi xi n g is s u c h t h at t h e l e a di n g‐ or d er
mi xi n g is al w a ys l ar g er t h a n t h e hi g h er‐ or d er c orr e c ti o ns. H o w e v er, t h e b a c k gr o u n d mi xi n g is c h os e n s m all
e n o u g h t o h a v e o nl y mi ni m al e ti e cts o n t h e r es ults.

− 4. 0 − 3. 5 − 3. 0 − 2. 5 − 2. 0 − 1. 5 − 1. 0
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0 ) (-)
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( b)

Fi g ur e 1 4 – C ost f u n c ti o n f or t h e 𝑀 2 ti d e ( a) a n d 𝑀 4 ti d e ( b) u p t o si xt h or d er as a f u n c ff o n of t h e c ali br a ffi o n p ar a m et er
ti ∗

0 = ti 0 / ti . T h e r e d d ots i n di c at e t h e mi ni m u m v al u es a ti ai n e d.

T h e e ti e ct of t h e n e w t ur b ul e n c e m o d el a n d b o ti o m b o u n d ar y c o n di ti o n is vis u alis e d i n Fi g ur e 1 5. T h e ff g ur e
s h o ws ti 𝜈 , 𝑈 𝑀 / 𝑔 a n d 𝛽 𝐴 u p t o t h e 𝜈rst or d er ( d as h e d li n es) a n d u p t o t h e si xt h or d er (s oli d li n e). T h er e ar e
a n u m b er of cl e ar di 𝑈 er e n c es c o m p ar e d t o t h e e d d y vis c osit y i n t h e li n e ar m o d el c as e ( Fi g ur e 1 2), w hi c h ar e
m ost cl e ar fr o m 𝑀 ti / 𝛼 a n d 𝑈 ti . T h es e q u a n 𝑈 𝑀 es h a v e t w o l o c al m a xi m a. T h e 𝛽rst is i n t h e W est er n S c h el dt
n e ar T er n e u z e n. T h e s e c o n d is i n t h e U p p er S e a S c h el dt b et w e e n D e n d er m o n d e a n d W e 𝑈 er e n. T h e m a xi m u m
i n t h e U p p er S e a S c h el dt is alr e a d y cl e arl y visi bl e i n t h e 𝑀rst‐ or d er si m ul a 𝑈 o n ( d as h e d li n e), b ut b e c o m es m or e
pr o n o u n c e d i n t h e hi g h er‐ or d er c o m p ut a 𝑀 o ns (s oli d li n e). T his p e a k i n t ur b ul e nt mi xi n g a n d fri c tti o n c oi n ci d es
wit h t h e r e a c h w h er e t h e m e as ur e m e nts i n di c at e a str o n g d a m pi n g of t h e 𝐴 d al w a v e.

T h e e 𝜈 e cts of t his o n t h e w at er l e v el a m plit u d e a n d p h as e a n d v el o cit y a m plit u d e ar e pr es e nt e d i n Fi g ur e 1 6.
T h e r es ults u p t o t h e 𝑀rst or d er ar e a g ai n s h o w n usi n g d as h e d li n es, w hil e t h e r es ults u p t o t h e si xt h or d er ar e
s h o w n usi n g s oli d li n es. T h e 𝐴 g ur e s h o ws a str o n g er d a m pi n g of t h e 𝜈 d al w a v e u pstr e a m of D e n d er m o n d e
c o m p ar e d t o t h e li n e ar c as es pr es e nt e d b ef or e. T his is o w e d t o t h e p e a k i n t h e e d d y vis c osit y a n d b o ti o m fri c‐
𝐴 o n. As a r es ult, t h e 𝜈rst‐ or d er r es ults n o l o n g er o v er‐ pr e di ct t h e 𝑀 2 w at er l e v els b e y o n d D e n d er m o n d e. Als o
t h e 𝐴 4 𝜈 d e is m or e d a m p e d, s o t h at t h e c o m p ut e d ti 4 w at er l e v el a m plit u d e is cl os er t o t h e m e as ur e m e nts.
N e v ert h el ess t h er e is s till a str o n g dis cr e p a n c y b et w e e n m o d el r es ult a n d m e as ur e m e nts c o n c er ni n g t h e 𝛼 4
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y
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Fi g ur e 1 5 – E d d y vis c osit y, e d d y vis c osit y s c al e d b y t h e d e pt h a n d p ar ti al sli p p ar a m et er ti ti al o n g t h e l e n gt h of t h e est u ar y. R es ults
ar e pr es e nt e d u p t o t h e tirst or d er ( d as h e d li n es) a n d si xt h or d er (s oli d li n es). T h e e d d y vis c osit y (r el a ti v e t o t h e d e pt h) a n d

r o u g h n ess n o w h a v e t w o dis ti n ct l o c al m a xi m a o wi n g t o t h e l o c al p e a ks i n t h e v el o cit y. T h e m a xi m u m b et w e e n 1 2 0 a n d 1 4 0 k m
c oi n ci d es wit h t h e ar e a of str o n g d a m pi n g of t h e fl d e i n t h e U p p er S e a S c h el dt.

ti d e. T h e hi g h er‐ or d er e ti e cts l e a d t o a m pli ti c a ti o n of t h e ti d e. T his a m pli ti c a ti o n is s m all er t h a n wit h t h e li n e ar
m o d el ( pr e vi o us s e c ti o n), b ut s till l e a ds t o si g ni fi c a nt di ti er e n c es b et w e e n m o d el r es ult a n d m e as ur e m e nts.
T h e e tt e ct of t h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs o n t h e w at er l e v el p h as e s h o w a si g ni ti c a nt i m pr o v e m e nt c o m p ar e d
t o t h e li n e ar m o d el. T h e p h as e c o m p ut e d b y t h e tirst‐ a n d hi g h er‐ or d er m o d el ar e n o w si mil arl y cl os e t o t h e
m e as ur e m e nts.

T h e hi g h er‐ or d er c o m p ut a tt o ns s e e m t o h a v e a cl e ar p osi fi v e e ti e ct o n t h e c orr es p o n d e n c e b et w e e n t h e m o d‐
ell e d a n d m e as ur e d v el o cit y m a g nit u d e. T h e tt 2 v el o ci fk es u p t o tirst or d er ar e si mil arl y a c c ur at e as i n t h e b as e
m o d el ( c o m p ar e Fi g ur e 7). H o w e v er, t h e hi g h er‐ or d er c o m p ut a 𝑀 o ns l e a d t o a r e d u c 𝑀 o n of t h e ti 2 v el o cit y.
T his r e d u c fi o n c orr es p o n ds t o a n o v er all r e d u c 𝑀 o n of t h e ti 2 w at er l e v el gr a di e nt d u e t o hi g h er‐ or d er e 𝑀 e cts
b e y o n d D e n d er m o n d e.

3. 3. 2 Ti m e‐ d e p e n d e nt e d d y vis c osit y

U p t o n o w w e h a v e o nl y c o nsi d er e d t h e s u b ti d al si g n al of t h e t ur b ul e nt mi xi n g. I n r e alit y, t h e l e v el of t ur b ul e nt
mi xi n g v ari es o v er t h e ti d al c y cl e. F or d o mi n a ntl y b ar otr o pi c ti o ws, t h e ti m e‐ v ari a ti o ns of t ur b ul e nt mi xi n g
ar e i n d u c e d b y ti m e‐ v ari a ti o ns i n t h e ti o w m a g nit u d e a n d w at er l e v el. H er e w e will t a k e t h e ti 2 a n d ti 4

v ari a ti o ns of t h e e d d y vis c osit y i nt o a c c o u nt. Hi g h er fr e q u e n c y e d d y vis c osit y c o m p o n e nts ar e n ot c o nsi d er e d
i n t his s e c ti o n, alt h o u g h t h e y ar e d e 𝑀 nit el y pr es e nt. A n e x p eri m e nt t h at i n cl u d e d t h e ti 6 , 𝑀 8 a n d ti 1 0 mi xi n g
c o m p o n e nts s h o w e d t h at t h e e ff e ct o ffi t h es e c o m p o n e nts o n t h e ti 2 a n d ti 4 e d d y vis c osit y ar e r el a ti v el y
s m all.

I n t h e pr e vi o us s e c ti o ns, t h e e d d y vis c osit y w as or d er e d wit h r es p e ct t o ti . T his or d eri n g is vi ol at e d w h e n t a ki n g
t h e ti m e‐ v ar yi n g e d d y vis c osit y i nt o a c c o u nt. T his is m ai nl y d u e t o t h e ti 2 mi xi n g c o m p o n e nt t h at a p p e ars at
t h e ffrst or d er. T his c o m p o n e nt b e c o m es of t h e s a m e or d er of m a g nit u d e as t h e l e a di n g‐ or d er mi xi n g i n t h e
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y
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Fi g ur e 1 6 – M o d el r es ults of t h e n o n‐li n e ar m o d el at tirst or d er ( d as h e d li n es) a n d si xt h or d er (s oli d li n es) c o m p ar e d t o
m e as ur e m e nts ( d ots) f or t h e w at er l e v el a m plit u d e ( a), w at er l e v el p h as e ( b) a n d d e pt h‐ a v er a g e d v el o cit y a m plit u d e ( c) al o n g t h e

S c h el dt Ri v er. T h e pl a c e n a m es o n t h e h ori z o nt al a xis c orr es p o n d t o t h e w at er l e v el st a ti o ns.

b a c k of t h e est u ar y. T h e r es ult is a hi g hl y os cill a ti n g a n d v er y sl o wl y c o n v er gi n g r es ult i n t h e hi g h er‐ or d er
c o m p ut a ti o ns. T h e r o b ust n ess a n d i nt er pr et a ti o n of t h e hi g h er‐ or d er r es ults is t h er ef or e str o n gl y c h all e n g e d
b y t his ti 2 mi xi n g c o m p o n e nt. As s ol u fl o n w e i n cl u d e all tirst‐ a n d hi g h er‐ or d er c h a n g es t o t h e e d d y vis c osit y
at t h e l e a di n g or d er, as w as d es cri b e d i n S e c ti o n 2. 3. 3

T o ill ustr at e t h e ti m e‐ v ari a ti o ns of t ur b ul e nt mi xi n g, w e c o nsi d er t h e t h e m o d el u p t o t h e si xt h or d er usi n g a
ti m e‐ d e p e n d e nt e d d y vis c osit y. T h e c ali br at e d r es ult, i n t his c as e, us es ti ∗

0 = 0. 0 0 1 . Fi g ur e 1 7 pr es e nts t h e
r es ul ti n g e d d y vis c osit y, e d d y vis c osit y r el a ti v e t o t h e d e pt h a n d p ar ti al sli p p ar a m et er fi ti al o n g t h e est u ar y.
A d o mi n a nt f e at ur e is t h e tt 4 e d d y vis c osit y c o m p o n e nt, w hi c h h as a n a m plit u d e of r o u g hl y h alf t h e s u b ti d al
e d d y vis c osit y a m plit u d e i n t h e W est er n S c h el dt. T h e ti 4 e d d y vis c osit y i m pli es t h at t h e l e v el of t ur b ul e n c e
is a b o v e a v er a g e d uri n g t h e p e a k tt d es a n d l ess t h a n a v er a g e d uri n g t h e sl a c k fi d es. T h e m ost d o mi n a nt ef‐
f e ct of t h e ti 4 e d d y vis c osit y is a d a m pi n g of t h e tt 2 fk d e. T h e a d d e d d a m pi n g b y t h e ti 4 e d d y vis c osit y is
c o m p e ns at e d f or b y a l o w er r o u g h n ess a n d l o w er s u b 𝑀 d al e d d y vis c osit y t h a n i n t h e c as e wit h o ut 𝑀 m e‐ v ar yi n g
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mi xi n g ( c o m p ar e Fi g ur e 1 2). T his is s o t h at t h e ti 2 ti d e tits t h e m e as ur e m e nts as w ell as p ossi bl e.
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Fi g ur e 1 7 – E d d y vis c osit y, e d d y vis c osit y s c al e d b y t h e d e pt h a n d r o u g h n ess p ar a m et er ti ti al o n g t h e l e n gt h of t h e est u ar y. T h e ti g ur e
n ot o nl y dis pl a ys t h e s u b‐ fl d al c o m p o n e nt ( bl u e), b ut als o t h e ti 2 ( gr e e n) a n d ti 4 (r e d) c o m p o n e nts. R es ults ar e f or t h e n o n‐li n e ar
m o d el u p t o t h e si xt h or d er. T h e ti 4 c o m p o n e nt is m ai nl y i n d u c e d b y t h e ti 2 ti d e a n d is t y pi c all y h alf t h e a m plit u d e of t h e s u b ti d al

c o m p o n e nt i n t h e W est er n S c h el dt. T h e ti 2 c o m p o n e nt is m ai nl y i n d u c e d b y w at er l e v el v ari a ti o ns of t h e ti 2 fi d e a n d b y ti d al
as y m m etr y. It is m ai nl y l ar g e n e ar t h e l a n d w ar d e n d of t h e est u ar y.

T h e tt 2 e d d y vis c osit y is als o i m p ort a nt, es p e ci all y i n t h e S e a S c h el dt. P art of t his is d u e t o t h e m o v e m e nt of
t h e s urf a c e l e v el. As t h e t ur b ul e nt mi xi n g s c al es wit h t h e d e pt h, t h e ti 2 ti d al w at er l e v el v ari a tt o n i n fi u e n c es
t h e t ur b ul e nt mi xi n g. A n ot h er i m p ort a nt c o ntri b u ti o n is t h e i nt er a c tt o n b et w e e n t h e fk 2 ti d e a n d t h e s u b 𝑀 d al
𝑀 o w a n d ti 4 fi d e. T h es e i nt er a c 𝑀 o ns l e a d t o ti d al as y m m etr y, w hi c h i m pli es t h at t h e p e a k e b b a n d p e a k 𝑀 o o d
ti d e ar e n ot of t h e s a m e m a g nit u d e. As a r es ult, als o t h e t ur b ul e nt mi xi n g is u n e q u al d uri n g p e a k e b b a n d
p e a k ti o o d, w hi c h is r e ti e ct e d i n a n ti 2 v ari a ti o n of t h e e d d y vis c osit y. T h e ti 2 e d d y vis c osit y d o es n ot h a v e
a n y e ti e ct o n t h e ti 2 ti d e u p t o tirst or d er. H o w e v er, it d o es a ti e ct t h e s u b ti d al 𝑀 o w a n d ti 4 𝑀 d e. T h e ti 2 e d d y
vis c osit y a d ds a str o n g a m pli ff c a ffi o n of t h e s u b‐ ti d al w at er l e v el i n t h e tirst‐ or d er mi xi n g c o m p o n e nt. H o w e v er,
t his d o es n ot r es ult i nt o a hi g h er t ot al w at er l e v el t h a n i n t h e pr e vi o us s e c ti o n, b e c a us e t h e s u b ti d al w at er l e v el
of ot h er c o m p o n e nts ( n o‐str ess, a d v e c ti o n, ti d al r et ur n ti o w) ar e s m all er.

T h e w at er l e v el a m plit u d es, p h as es a n d v el o cit y a m plit u d es ar e s h o w n i n Fi g ur e 1 8. T h e ff 2 ti d e u p t o 𝜈rst
or d er ( d as h e d gr e e n li n e) n o w d a m ps m or e i n t h e U p p er S e a S c h el dt t h a n i n a n y of t h e pr e vi o us c as es, s o t h at
t h e m e as ur e m e nts ar e e v e n u n d er‐ pr e di ct e d. T his a d di 𝑈 o n al d a m pi n g is m ai nl y i n d u c e d b y t h e i n cl usi o n of t h e
𝑀 4 mi xi n g c o m p o n e nt. H o w e v er, t h e hi g h er‐ or d er m e c h a nis ms (s oli d gr e e n li n e) a g ai n l e a d t o a m pli 𝑔 c a 𝛽 o n,
s o t h at t h e t ot al 𝐴 2 w at er l e v el o v er‐ pr e di cts t h e m e as ur e m e nts. T h e 𝜈 4 w at er l e v els ar e b e 𝑈 er pr e di ct e d
t h a n i n a n y of t h e pr e vi o us c as es ( c o m p ar e Fi g ur es 9, 1 0, 1 6). H o w e v er t h e err or i n t h e 𝑀 4 c o m p o n e nt is s till
l ar g e, wit h m a xi m u m err ors of m or e t h a n 1 0 0 % c o m p ar e d t o t h e m e as ur e m e nts. T h e m e as ur e d a n d m o d ell e d
𝛼 2 a n d 𝑈 4 w at er l e v el p h as es o n t h e ot h er h a n d c orr es p o n d cl os el y i n t h e hi g h er‐ or d er c o m p ut a ti o ns. T h e
𝑈 2 v el o ci 𝑀 es ar e si mil arl y a c c ur at e as i n t h e pr e vi o us c as es, w hil e t h e 𝛽 4 v el o ci 𝑈 es ar e s o m e w h at s m all er
a n d c orr es p o n d m or e cl os el y t o t h e m e as ur e m e nts. T his is tr u e f or m ost of t h e est u ar y, e x c e pt f or t h e 𝑀 n al 2 0
k m of t h e est u ar y, w h er e t h e m o d ell e d p e a k i n 𝑈 4 c urr e nts c a n n ot b e o bs er v e d i n t h e m e as ur e m e nts.

O n e c a n c o n cl u d e t h at t h e 𝑀 m e‐ d e p e n d e n c y of t h e e d d y vis c osit y a d ds a p h ysi c al m e c h a nis m t h at yi el ds a
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Fi g ur e 1 8 – M o d el r es ults of t h e n o n‐li n e ar m o d el wit h ti m e‐ v ar yi n g e d d y vis c osit y at tirst or d er ( d as h e d li n es) a n d si xt h or d er (s oli d
li n es) c o m p ar e d t o m e as ur e m e nts ( d ots) f or t h e w at er l e v el a m plit u d e ( a), w at er l e v el p h as e ( b) a n d d e pt h‐ a v er a g e d v el o cit y

a m plit u d e ( c) al o n g t h e S c h el dt Ri v er. T h e pl a c e n a m es o n t h e h ori z o nt al a xis c orr es p o n d t o t h e w at er l e v el st a ti o ns.

b e ti er pr e di c ti o n of t h e w at er l e v els a n d d e pt h‐ a v er a g e d v el o ci ti es. H o w e v er, t his i m pr o v e m e nt is m ai nl y
q u a n flt a ti v e. T h e pri c e f or i n cl u di n g t h e ti m e‐ d e p e n d e nt e d d y vis c osit y is t h e l a c k of a s c ali n g of t h e e d d y
vis c osit y a n d a d di ti o n al c o m p ut a ti o n ti m e. It is t h er ef or e q u es ti o n a bl e w h et h er t h e a d v a nt a g es of t h e ti m e‐
d e p e n d e nt e d d y vis c osit y c o m p e ns at e f or t h e dis a d v a nt a g es f or h y dr o d y n a mi c c o m p ut a ti o ns. O n e of t h e m or e
d o mi n a nt e ti e cts of t h e fi m e‐ d e p e n d e nt e d d y vis c osit y h as n ot y et b e e n dis c uss e d h er e. T h e ti m e‐ d e p e n d e nt
e d d y vis c osit y str o n gl y i n cr e as es t h e e x c h a n g e tt o w c o m p ar e d t o c o nst a nt e d d y vis c osit y m o d els ( Dij kstr a et
al. , 2 0 1 7 a). T his c a n h a v e a si g ni ti c a nt e ti e ct o n t h e s e di m e nt tr a ns p ort. It is t h er ef or e s ttll p ossi bl e t h at t h e
fi m e‐ d e p e n d e d d y vis c osit y h as a si g ni ti c a nt e tt e ct o n t h e s e di m e nt tr a ns p ort.
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3. 4 C o ns e q u e n c es f or ti d al as y m m etr y

T h e pr e vi o us s e c ti o ns h a v e dis c uss e d s e v er al v ari a ti o ns o n t h e b as e m o d el, a n d h a v e ass ess e d t h eir e ti e ct o n
t h e s urf a c e el e v a ti o n a n d v el o cit y. H er e w e will will l o o k cl os er at t h e e ti e ct of t h e m o d el v ari a fl o ns o n ti d al
as y m m etr y. Ti d al as y m m etr y is a n i m p ort a nt i n di c at or f or t h e dir e c ti o n of t h e s e di m e nt tr a ns p ort. H er e w e
will c o nsi d er ti d al as y m m etr y of t h e h ori z o nt al ti d e ( v el o ci ti es), as t his is m ost i n di c a ti v e f or t h e s e di m e nt tr a ns‐
p ort. M e as ur es f or ti d al as y m m etr y d eri v e d fr o m t h e v el o cit y ar e n e v er f ull y c o n cl usi v e a b o ut t h e dir e c ti o n
of s e di m e nt tr a ns p ort, b ut t h e y pr o vi d e a r e as o n a bl e i n di c a ti o n. T h er ef or e t h e t er ms e b b d o mi n a nt a n d fi o o d
d o mi n a nt t o i n di c at e t h e dir e c ti o n of tt d al as y m m etr y ar e t h er ef or e d e ti n e d h er e as t h e i n di c a ti v e dir e c tt o n of
t h e n et s e di m e nt tr a ns p ort. W e will c o nsi d er t w o m e as ur es f or fi d al as y m m etr y: sl a c k w at er d ur a ti o n a n d t h e
t hir d p o w er of t h e v el o cit y.

T h e d ur a tt o n of sl a c k w at er is es p e ci all y i m p ort a nt f or t h e as y m m etr y i n t h e s e di m e nt c o n c e ntr a fk o n. If hi g h
w at er sl a c k ( H W S; t h e sl a c k ti d e b et w e e n 𝑀 o o d a n d e b b) is s h ort er t h a n l o w w at er sl a c k ( L W S), s e di m e nt h as
r el a 𝑀 v el y m or e ti m e t o s e fil e b ef or e t h e 𝑀 o o d ti d e. T h e c o n c e ntr a 𝑀 o ns ar e t h er ef or e r el a ti v el y l o w at t h e
b e gi n ni n g of ti o o d. T h e c o n c e ntr a ti o ns i n cr e as e d uri n g ti o o d a n d o nl y d e cr e as e a li til e d uri n g t h e s h ort hi g h
w at er sl a c k ti d e. T h e c o n c e ntr a ti o ns ar e t h er ef or e r el a ti v el y l ar g e at t h e b e gi n ni n g of t h e e b b ti d e. T h er ef or e,
b as e d o n t h e c o n c e ntr a ti o ns, w e c a n st at e t h at ti H W S < ti L W S i n di c at es e b b d o mi n a n c e, w hil e 𝑀 H W S > ti L W S

i n di c at es 𝑀 o o d d o mi n a n c e. T h e hi g h t o l o w sl a c k w at er r a ti o c a n b e es ff m at e d usi n g Δ ffi = ti ( ti ti 4
) − 2 ti ( ti ti 2

),
w h er e ti ( ff ti 2

), 𝜈 ( 𝑈 𝑀 4
) ar e t h e 𝑔 2 a n d 𝛽 4 v el o cit y p h as es. It f oll o ws t h at

Δ 𝐴 ∈ {
( 0, 𝜈 ) t h e n 𝑈 H W S < 𝑀 L W S ( e b b d o mi n a n c e)

( ti, 2 𝛼 ) t h e n 𝑈 H W S > ti L W S ( 𝑈 o o d d o mi n a n c e)
.

T h e m e a n of t h e t hir d p o w er of t h e v el o cit y is a n a p pr o xi m at e m e as ur e f or t h e b e d‐l o a d s e di m e nt tr a ns p ort.
Alt h o u g h l ess dir e ctl y, t h e s a m e m e as ur e als o pr o vi d es a n i n di c a 𝑀 o n f or t h e tr a ns p ort of s us p e n d e d s e di m e nts.
A n e g a 𝛽 v e v al u e of 𝑈 3 i n di c at es e b b d o mi n a n c e, w hil e a p osi 𝑀 v e v al u e i n di c at es 𝑈 o o d d o mi n a n c e. B ot h m e as‐
ur es f or as y m m etr y n e e d t o b e c o nsi d er e d t o m a k e a r o b ust es 𝑀 m at e of t h e s us p e n d e d s e di m e nt tr a ns p ort
dir e c tti o n.

T h e t w o m e as ur es f or 𝐴 d al as y m m etr y ar e pl o 𝜈 e d i n Fi g ur e 1 9 f or all m o d el c o n 𝑀 g ur a 𝐴 o ns t est e d i n t h e pr e‐
vi o us s e c 𝜈 o ns. T h e b as e m o d el c o m p ut es u p t o t h e tirst or d er, w hil e all ot h er si m ul a 𝐴 o ns c o m p ut e u p t o t h e
si xt h or d er. T h e hi g h t o l o w sl a c k w at er r a 𝜈 os ( Fi g ur e 1 9 a) ar e f airl y c o nsist e nt a cr oss t h e di 𝑀 er e nt m o d el
c o n 𝐴 g ur a 𝜈 o ns. T h e H W S ti m e is c o nsist e ntl y s h ort er t h a n t h e L W S ti m e, i n di c a 𝛼 n g e b b d o mi n a n c e. T h e l e v el
of di 𝑈 er e n c e b et w e e n ti 𝑈 𝑀 𝛽 a n d 𝑈 𝑀 𝑈 𝑀 di ti ers b et w e e n t h e m o d els i n t h e U p p er S e a S c h el dt. T h e n o n‐li n e ar
𝜁 m e d e p e n d e nt si m ul a 𝑛 o n c o nsist e ntl y yi el ds a l o w er 𝑢 𝑛 𝑤 𝑛 / ti ti 𝑀 𝑛 r a 𝑓 o a n d pr e di cts a s m all r e a c h of ti o o d
d o mi n a n c e i n t h e U p p er S e a S c h el dt. T h e m e as ur e m e nts dis pl a y a l ar g e r a n g e of s c a 𝑀 er, s o t h at it is h ar d t o
s a y w hi c h of t h e m o d el c o n ti g ur a ti o ns is cl os er t o t h e o bs er v a ti o ns.

T h e v al u es f or t h e ti m e‐ a v er a g e of ti 3 ar e als o si mil ar b et w e e n t h e di 𝐴 er e nt m o d el c o n 𝜈 g ur a 𝑠 o ns i n t h e W est‐
er n a n d L o w er S e a S c h el dt. T h e as y m m etr y m e as ur e i n di c at es e b b d o mi n a n c e at t h e m o ut h a n d 𝑓 o o d d o m‐
i n a n c e u pstr e a m of H a ns w e ert. N ot e t h at t h e t w o m e as ur es f or as y m m etr y d o n ot a gr e e i n t his d o m ai n. T h e
r e al dir e c 𝑠 o n of s e di m e nt tr a ns p ort c a n t h er ef or e o nl y b e ass ess e d b y a f ull s e di m e nt m o d el. T h e v al u es of
𝑓 3 ar e m or e di v ers e b et w e e n t h e di ti er e nt m o d el c o n ff g ur a ti o ns i n t h e U p p er S e a S c h el dt. T h e n o n‐li n e ar
ti m e‐ d e p e n d e nt e d d y vis c osit y m o d el alr e a d y pr e di cts a z o n e of e b b d o mi n a n c e st ar ti n g fr o m T e ms e. T h e
si n gl e‐ p ar a m et er m o d el pl a c es t his z o n e 1 0 k m f urt h er u pstr e a m at St. A m a n ds, w hil e t h e b as e m o d el a g ai n
pl a c es it 1 0 k m f urt h er u pstr e a m at D e n d er m o n d e. T h e n o n‐li n e ar m o d el wit h o ut 𝑢 m e‐ d e p e n d e nt e d d y vis‐
c osit y pr e di cts 𝑛 o o d d o mi n a n c e t hr o u g h o ut t h e est u ar y. All m o d el c o n 𝑛 g ur a 𝐴 o ns als o pr e di ct a p e a k i n t h e
𝜈 o o d d o mi n a n c e b e y o n d D e n d er m o n d e, b ut t h e e x a ct l o c a 𝑛 o n a n d m a g nit u d e of t his p e a k v ari es. T h e c o m‐
p aris o n wit h m e as ur e m e nts, w hi c h s h o w a si g ni 𝑠 c a nt s c a 𝑛 er a n d u n c ert ai nt y, is i n c o n cl usi v e a b o ut w hi c h of
t h e m o d el c o n 𝑓 g ur a 𝐴 o ns is t h e b est.
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Fi g ur e 1 9 – T w o m e as ur es f or t h e ti d al as y m m etr y f or f o ur di ti er e nt m o d el c o n ti g ur a ti o ns. T h e b as e m o d el c o m p ut es u p t o t h e tirst
or d er, w hil e t h e ot h er c o n ti g ur a fl o ns c o m p ut e u p t o t h e si xt h or d er. Fi g ur e a) s h o ws t h e di ti er e n c e i n ti m e f or hi g h w at er sl a c k a n d
l o w w at er sl a c k. ti H W S < ti L W S i n di c at es e b b d o mi n a n c e. Fi g ur e b) s h o ws t h e ti m e‐ a v er a g e d p art of t h e v el o cit y t o t h e p o w er t hr e e.
N e g a ti v e v al u es i n di c at e e b b d o mi n a n c e. T h e m o d el c o n ti g ur a ti o ns s h o w f airl y si mil ar tr e n ds, w hil e t h e m e as ur e m e nts ar e hi g hl y

s c a ti er e d.
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4 C o n cl usi o ns

T h e o bj e c ti v e f or t his st u d y h as b e e n t w of ol d. First o bj e c ti v e h as b e e n t o pr o vi d e a m or e r o b ust c ali br a ti o n
pr o c e d ur e wit h a si n gl e b est v al u e of t h e c ali br a ti o n p ar a m et er or p ar a m et ers. S e c o n d o bj e c ti v e h as b e e n t o
i m pr o v e t h e b as e m o d el of Br o u w er et al. ( 2 0 1 7), s o t h at t h e m at c h b et w e e n t h e c o m p ut e d a n d m e as ur e d ti d al
el e v a fl o n i m pr o v es. T o t his e n d w e h a v e r e c o nsi d er e d t h e f or m ul a ti o n of t ur b ul e n c e mi xi n g a n d i m pl e m e nt e d
hi g h er‐ or d er n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi cs.

T h e i d e alis e d m o d el m a n a g es t o r e pr o d u c e t h e m e as ur e m e nt r es ults f airl y w ell. T h e q u alit a ti v e b e h a vi o ur of
t h e ti 2 a n d ti 4 ti d e is c a pt ur e d. Q u a n tit a ti v el y, t h e m o d el pr e di cts t h e ti 2 ti d e w ell u p t o t h e U p p er S e a
S c h el dt. T h e d a m pi n g of t h e fi 2 ti d al w a v e i n t h e U p p er S e a S c h el dt b e y o n d D e n d er m o n d e c a n al m ost b e
f ull y c a pt ur e d usi n g a n o n‐li n e ar f or m ul a tt o n f or t h e t ur b ul e n c e m o d el a n d b o ti o m fri c ti o n. Alt h o u g h t h e
m o d ell e d tt 4 fi d al w at er l e v els h a v e t h e c orr e ct or d er of m a g nit u d e, t h e y ar e o v er‐ pr e di ct e d b y u p t o m or e
t h a n 1 0 0 %, e v e n wit h a n o n‐li n e ar t ur b ul e n c e m o d el. S e v er al p ossi bl e r e as o ns h a v e b e e n i d e n ti tt e d. Firstl y,
t hr e e‐ di m e nsi o n al e fk e cts mi g ht b e i m p ort a nt, es p e ci all y f or t h e l e v el of t ur b ul e nt mi xi n g. S e c o n dl y, t h e l e n gt h
of t h e est u ar y mi g ht n ot b e c orr e ctl y d es cri b e d. T h e S c h el dt Ri v er h as t w o br a n c h es b e y o n d M ell e, w hi c h e a c h
h a v e a di ti er e nt l e n gt h a n d wi dt h. T h e e x a ct l e n gt h of t h e est u ar y a n d t h e e 𝑀 e c 𝑀 v e n ess of t h e ti d al r e fi e c 𝑀 o n at
t h e l o c ks a n d w eirs ar e t h er ef or e di ti c ult t o d et er mi n e. T hir dl y, it h as b e e n ass u m e d h er e t h at t h e r o u g h n ess
of t h e s yst e m s c al es li n e arl y wit h t h e d e pt h. T his is n ot n e c ess aril y tr u e. Wit hi n o ur m o d elli n g fr a m e w or k
w e c a n c o n cl u d e t h at t h e r o u g h n ess d o es n ot s c al e li n e arl y wit h t h e d e pt h, b ut s h o ul d, r el a 𝑀 v el y, b e l ar g er
i n t h e U p p er S e a S c h el dt. H o w e v er, a n a d d e d al o n g‐ c h a n n el d e p e n d e n c y of t h e r o u g h n ess a d ds a d e gr e e of
ar bitr ari n ess t o t h e m o d el. It is t h er ef or e a d vis e d t o k e e p t h e r o u g h n ess f or m ul a ti o n u n c h a n g e d, u nl ess t h er e
is cl e ar o bs er v a ti o n al e vi d e n c e t h at j us ti ti es a n y al o n g‐ c h a n n el v ari a ti o n of t h e r o u g h n ess ( e. g. a di ti er e nt
b e d c o m p osi ti o n). Fi n all y, a n alt er n a ti v e t o c h a n gi n g t o r o u g h n ess i n t h e U p p er S e a S c h el dt is t o c h a n g e t h e
r e pr es e nt a ti v e d e pt h. T h e d e pt h us e d i n t h e c urr e nt m o d el is t h e wi dt h‐ a v er a g e d d e pt h c o m p ar e d t o t h e
l o c al m e a n w at er l e v el. It r e m ai ns u n cl e ar w h et h er t h e wi dt h‐ a v er a g e d or t h e t h al w e g d e pt h ar e t h e m ost
r e pr es e nt a ti v e v al u es f or us e i n a 2 D V m o d el. It is h o w e v er a d vis e d i n t h e f ut ur e t o us e a n y of t h es e d e pt hs
c o m p ar e d t o m e a n‐s e a l e v el i nst e a d of l o c al m e a n w at er l e v el.

S u m m arisi n g, w e h a v e f o u n d t h e f oll o wi n g r es ults:

1. Fi ti n g t h e u nif or m e d d y vis c osit y pr o til e t o r es ults of t h e 𝑀 − ti m o d el, w e 𝑀 n d a si m pl e li n e ar r el a‐
ti o n b et w e e n t h e c ali br a ff o n p ar a m et ers ffi ti a n d ti ti . T his e ti e c ti v el y r e d u c es t h e n u m b er of c ali br a ti o n
p ar a m et ers t o o n e. T h e q u alit y of t h e c ali br a ti o n wit h o n e or t w o p ar a m et ers is si mil ar.

2. T h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs (i. e. > ffrst or d er) ar e i nsi g ni ti c a nt i n t h e W est er n S c h el dt a n d L o w er S e a
S c h el dt.

3. T h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs h a v e a str o n g e 𝜈 e ct o n t h e w at er l e v el a m plit u d e a n d v el o cit y i n t h e U p p er
S e a S c h el dt, es p e ci all y b e y o n d D e n d er m o n d e. T h e r es ult is a n a m pli 𝑈 c a 𝑀 o n of t h e 𝑔 2 a n d 𝛽 4 w at er
l e v el. T h e e 𝐴 e ct o n t h e v el o cit y d e p e n ds o n t h e e x a ct f or m ul a 𝜈 o n of t h e e d d y vis c osit y.

4. T h e m ost d o mi n a nt t er ms i n t h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs ar e t h os e d u e t o t h e s urf a c e li n e aris a 𝑈 o n: t h e
n o‐str ess c orr e c 𝑀 o n a n d ti d al r et ur n 𝛼 o w. T h es e c o ntri b u 𝑈 o ns l e a d t o t h e a m pli ti c a 𝑈 o n of t h e 𝑀 d es i n
t h e U p p er S e a S c h el dt.

5. T h e w at er l e v el s et‐ u p i n t h e U p p er S e a S c h el dt c a us es a d di 𝛽 o n al t ur b ul e nt mi xi n g, w hi c h r e d u c es t h e
𝑈 d al a m pli 𝑀 c a 𝑈 o n fr o m t h e s urf a c e li n e aris a 𝑀 o n t er ms.

6. T h e e tti e cts of m o m e nt u m a d v e c 𝐴 o n ar e u ni m p ort a nt t hr o u g h o ut t h e S c h el dt est u ar y

7. Q u a dr a 𝜈 c b o 𝑀 o m fri c 𝐴 o n a n d t h e v el o cit y‐ d e p e n d e nt e d d y vis c osit y ar e ess e n 𝜈 al f or r e pr o d u ci n g t h e
d a m pi n g of t h e ti 2 𝐴 d e i n t h e U p p er S e a S c h el dt. T h e p e a k i n t h e 𝜈 d al v el o ci 𝑀 es i n t h e U p p er S e a
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S c h el dt l e a d t o a hi g h l e v el of t ur b ul e nt mi xi n g, a n d t h er ef or e d a m pi n g of t h e ti d e.

8. I n cl u di n g t h e ti 2 a n d ti 4 v ari a ti o ns of t ur b ul e nt mi xi n g als o a d d si g ni ti c a ntl y t o t h e d a m pi n g of t h e ti d al
w a v e b e y o n d D e n d er m o n d e.

9. T h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs n or t h e e d d y vis c osit y f or m ul a fl o n l e a d t o q u alit a ti v e c h a n g es i n t h e m e as‐
ur es f or ti d al as y m m etr y.

1 0. T h e t w o st u di e d m e as ur es f or ti d al as y m m etr y pr o vi d e di ti er e nt c o n cl usi o ns as t o t h e dir e c ti o n of t h e
n et s e di m e nt tr a ns p ort. A f ull s e di m e nt tr a ns p ort m o d el i s t h er ef or e r e q uir e d t o b e c o n cl usi v e a b o ut
t h e n et s e di m e nt tr a ns p ort.

C o n cl u di n g, T h e i d e alis e d m o d el n o w h as a r o b ust li n e ar a n d n o n‐li n e ar t ur b ul e n c e m o d el t h at d e p e n ds o nl y
o n o n e c ali br a ti o n p ar a m et er. T h e n o n‐li n e ar f or m ul a ti o ns f or t h e t ur b ul e n c e m o d el a n d b o ti o m b o u n d ar y
c o n di ti o n ar e a d vis e d f or us e i n f ut ur e pr oj e cts, as t h e y d es cri b e a n i m p ort a nt q u alit a fi v e m o d el d e p e n d e n c y
a n d q u a n tit a tt v el y si g ni ti c a ntl y i m pr o v e t h e r es ults i n t h e U p p er S e a S c h el dt. T h e hi g h er‐ or d er d y n a mi cs h a v e
a si g ni ti c a nt q u a n ttt a fi v e e ti e ct o n t h e U p p er S e a S c h el dt, b ut d o n ot cl e arl y a d d t o t h e u n d erst a n di n g of t h e
p h ysi c al m e c h a nis ms at w or k i n t h e S c h el dt Ri v er est u ar y. T h e e tt e ct of t h e t ur b ul e n c e m o d el f or m ul a fk o n a n d
hi g h er‐ or d er d y n a mi cs o n s e di m e nt tr a ns p ort is y et t o b e i n v es ti g at e d a n d c a n o nl y b e d et er mi n e d b y usi n g a
f ull s e di m e nt tr a ns p ort m o d el.
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R e f er e n c es

Br o u w er , R. L.; S c hr a m k o w s ki , G. P.; V er w a e st , T.; M o st a ert , F. ( 2 0 1 7). G eıd̈ e ali s e er d e pr o c esst u di e v a n s ys‐
t e e m o v er g a n g e n n a ar h y p ertr o e b el h ei d. W P 1. 3 B asis m o d el g e tij e n z o ut. V ersi e 2. 0. W L R a p p ort e n , 1 3 _ 1 0 3 _ 3.
W at er b o u w k u n di g L a b or at ori u m: A nt w er p e n, B el gi ë

B ur c h ar d , H.; H etl a n d , R. D.; S c h ul z , E.; S c h u ti el a ars , H. M. ( 2 0 1 1). Dri v ers of r esi d u al est u ari n e cir c ul a ti o n i n
ti d all y e n er g e ti c est u ari es: Str ai g ht a n d irr ot a ti o n al c h a n n els wit h p ar a b oli c cr oss s e c fl o n. J o ur n al of P h ysi c al
O c e a n o gr a p h y 4 1 : 5 4 8 – 5 7 0

C h er n et s k y , A. S.; S c h u ti el a ars , H. M.; T al k e , S. A. ( 2 0 1 0). T h e e ti e ct of ti d al as y m m etr y a n d t e m p or al s e tili n g
l a g o n s e di m e nt tr a p pi n g i n ti d al est u ari es. O c e a n D y n a mi cs 6 0 : 1 2 1 9 – 1 2 4 1

Dij kstr a , Y. M. ( 2 0 1 6). N u m eri c al 2 D V c o u pl e d fr e q u e n c y p ert ur b a ti o n m o d el. P a c k a g e f or i Fl o w.

Dij kstr a , Y. M. ( 2 0 1 4). O n t h e e ti e ct of ti d al v ari a ti o ns of t ur b ul e nt mi xi n g o n fi o w a n d s alt tr a ns p orti n est u ari es.
( m at h esis). T U D el ti

Dij kstr a , Y. M.; S c h u tt el a ars , H. M.; B ur c h ar d , H. ( 2 0 1 7 a). G e n er a ti o n of e x c h a n g e ti o ws i n est u ari es b y tt d al
a n d gr a vit a fi o n al e d d y vis c osit y ‐ s h e ar c o v ari a n c e ( E S C O). J o ur n al of G e o p h ysi c al R es e ar c h: O c e a ns 1 2 2: 4 2 1 7 –
4 2 3 7

Dij kstr a , Y. M.; Ui ti e n b o g a ar d , R. E.; V a n K e st er , J. A. T. M.; Pi etr z a k, J. D. ( 2 0 1 6). I n s e ar c h of i m pr o vi n g t h e
n u m eri c al a c c ur a c y of t h e tt − fk ( o p e n) m o d el b y a tr a nsf or m a ti o n t o t h e 𝑀 − 𝑀 m o d el. O c e a n M o d elli n g 1 0 4 :
1 2 9 – 1 4 2

Dij kstr a , Y. M.; Br o u w er , R. L.; S c h u ti el a ars , H. M.; S c hr a m k o w s ki , G. P. ( 2 0 1 7 b). T h e i Fl o w M o d elli n g Fr a m e‐
w or k v 2. 4. A m o d ul ar i d e alis e d pr o c ess‐ b as e d m o d el f or fi o w a n d tr a ns p ort i n est u ari es. G e os ci e n 𝑀 ti c M o d el
D e v el o p m e nt 1 0 : 2 6 9 1 – 2 7 1 3. D OI: 1 0 . 5 1 9 4 / g m d - 1 0 - 2 6 9 1 - 2 0 1 7

I a n ni ell o, J. P. ( 1 9 7 7). Ti d all y i n d u c e d r esi d u al c urr e nts i n est u ari es of c o nst a nt br e a dt h a n d d e pt h. J o ur n al of
M ari n e R es e ar c h 3 5 : 7 5 5 – 7 8 6

I a n ni ell o, J. P. ( 1 9 7 9). Ti d all y i n d u c e d r esi d u al c urr e nts i n est u ari es of v ari a bl e br e a dt h a n d d e pt h. J o ur n al of
P h ysi c al O c e a n o gr a p h y 9 : 9 6 2 – 9 7 4
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A 1 A b o ut t h e i Fl o w m o d elli n g fr a m e w or k

T h e i Fl o w m o d elli n g fr a m e w or k ( Dij kstr a et al. , 2 0 1 7 b) is a m at h e m a ti c al si m ul a ti o n t o ol t h at is es p e ci all y d e‐
v el o p e d f or u nr a v elli n g p h ysi c al pr o c ess es dri vi n g t h e ti o w a n d tr a ns p ort i n est u ari es a n d ti d al ri v ers. A k e y
f e at ur e of i Fl o w is its m o d ul ar str u ct ur e. T his m e a ns t h at a ’ b as e m o d el’, w hi c h o nl y i n cl u d es t h e m ost el e‐
m e nt ar y p h ysi c al m e c h a nis ms, c a n b e e asil y e xt e n d e d b y m o d ul es t h at i m pl e m e nt m or e p h ysi c al c o m p o n e nts.
T h e c o m pl e xit y of t h e m o d el c a n t h er ef or e e asil y b e a dj ust e d d e p e n di n g o n t h e a p pli c a ti o n at h a n d. E x a m pl es
of m o d ul es i n i Fl o w ar e t h e g e n er at or f or d o m ai n g e o m etr y, t ur b ul e n c e m o d el, s e v er al p h ysi c al c o m p o n e nts
f or c al c ul a ti n g h y dr o d y n a mi cs, t h e s ali nit y m o d el a n d s e di m e nt m o d el. T h e m o d ul ar str u ct ur e e n a bl es us ers t o
c o o p er at e b y usi n g e xis fl n g m o d ul es wri ti e n b y ot h ers, t o g et h er wit h t h eir o w n m o d ul es, t o cr e at e el a b or at e
m o d els a d a pt e d f or s p e ci ti c sit u a ti o ns.

i Fl o w als o e n a bl es c o m bi n a ti o ns of a n al y ti c al a n d n u m eri c al m o d elli n g t e c h ni q u es. A n al y ti c al m o d elli n g is f ast
a n d a c c ur at e, b ut n ot al w a ys p ossi bl e. N u m eri c al m o d elli n g o n t h e ot h er h a n d is v ers a til e, b ut c o m es wit h
i n a c c ur a ci es s u c h as n u m eri c al di ti usi o n, os cill a ti o ns a n d li mit e d a c c ur a c y of d eri v a fi v es. B y c o m bi ni n g b ot h
t e c h ni q u es t h e m o d el is as a c c ur at e a n d f ast as p ossi bl e, wit h o ut r estri c ti n g t h e r a n g e of a p pli c a tt o ns.

T h e m o d el ti n all y c o nt ai ns a ut o m at e d m o d ul es f or p erf or mi n g s e nsi ti vit y a n al ys es, c ali br a tt o n a n d pl o fi n g.
T h es e t o ols ar e g e n er alis e d t o p erf or m a n al ys es o v er a n y n u m b er of m o d el p ar a m et ers. T his e n a bl es us ers t o
m a k e a q ui c k ass ess m e nt a n d vis u alis a ti o n of t h e b est m o d el c ali br a tt o n a n d t h e s e nsi fk vit y of t h e m o d el t o
v ar yi n g p ar a m et er v al u es.

i Fl o w is fr e e s o ti w ar e u n d er t h e G N U L G P L v 3. 0 li c e ns e (s e e h 𝑀 ps:// w w w. g n u. or g /li c e ns es/l g pl‐ 3. 0. e n. ht ml).
T h e c o d e a n d all m a n u als c a n b e d o w nl o a d e d fr o m git h u b. c o m u n d er h 𝑀 ps:// git h u b. c o m/ Y o eri Dij kstr a/i Fl o w.
T his als o i n cl u d es a f ol d er wit h v ari o us e x a m pl es. Us ers w h o a p pl y i Fl o w i n a n y s ci e n ti fi c p u bli c a 𝑀 o n, t e c h‐
ni c al r e p ort or ot h er wis e f or m al wri ti n g, ar e r e q u est e d t o cit e Dij kstr a et al. ( 2 0 1 7 b) b ut t his is n ot c o m p uls‐
or y.
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y

A 2 M o d el e q u a ti o ns

A 2. 1 H y dr o d y n a mi cs

A 2. 1. 1 L e a di n g‐ or d er a n d tirst‐ or d er m o d el

T h e m o d el s c ali n g a n d d eri v a ti o n of t h e e q u a ti o ns is dis c uss e d el a b or at el y b y Br o u w er et al. ( 2 0 1 7). H er e w e
will m ai nl y f o c us o n t h e ti n al s et of e q u a ti o ns a n d t h e di fl er e n c es of o ur m o d el c o m p ar e d t o Br o u w er et al.
( 2 0 1 7). As o n e of t h e m ai n di ti er e n c es, o ur m o d el all o ws f or all ti d al fr e q u e n ci es at all or d ers, w hil e Br o u w er
et al. ( 2 0 1 7) r estri ct t h eir a ti e n ti o n t o t h e l e a di n g‐ or d er ti 2 ti d e a n d tirst‐ or d er s u b ti d al a n d ti 4 fi d e. H o w e v er,
ot h er fr e q u e n ci es m a y a p p e ar at b ot h or d ers if t h e e d d y vis c osit y a n d p ar ti al‐sli p p ar a m et er ar e all o w e d t o
v ar y i n tt m e. F or t h e f ull d eri v a ti o n of t his m o d el w e r ef er t h e r e a d er t o Dij kstr a ( 2 0 1 6).

W e writ e t h e v el o cit y a n d w at er l e v el at or d er ti as

tt fi = ℜ ⎛⎜

⎝

ti m a x

∑
tt = − fk m a x

t̂i𝑀𝑀 ti fi 𝑀 ti 𝑀 ⎞⎟

⎠

, ( A‐ 1)

ti ti = ℜ ⎛⎜

⎝

ti m a x

∑
ti = − ti m a x

̂ti ti
ti ti ti ti ti 𝑀 ⎞⎟

⎠

,

w h er e t̂i𝑀 , ̂ti ff ar e t h e c o m pl e x a m plit u d es at t h e ffi 2 ti ti d al fr e q u e n c y, ti is t h e a n g ul ar fr e q u e n c y of t h e ti 2

ti d e a n d ti m a x is t h e m a xi m u m fr e q u e n c y c o m p o n e nt t h at is t a k e n i nt o a c c o u nt ( h er e t h e ti 1 0 ff d e). T h e a b o v e
e x pr essi o ns di ti er fr o m E q u a 𝜈 o n ( 1) pr es e nt e d i n t h e m ai n t e xt b y i n cl u di n g als o n e g a 𝑈 v e c o m p o n e nts ( 𝑀 =
− 𝑔 m a x , … , − 1). T his di 𝛽 er e n c e is h o w e v er a m a 𝐴 er of st yl e, si n c e

𝜈 𝑈 = ℜ ⎛⎜

⎝

𝑀 m a x

∑
ti = − 𝛼 m a x

𝑈̂ti𝑈 𝑀 𝛽 𝑈 𝑀 𝑈 ⎞⎟

⎠

= ℜ ⎛⎜

⎝

𝑀 m a x

∑
tti = 0

( 𝐴̂ 𝜈
𝑀 + 𝐴̂𝜈− ti ) 𝐴 𝜈 𝑀 𝐴 𝜈 ⎞⎟

⎠

.

N at ur all y, t h e s a m e h ol ds f or ti ti . H er e w e us e E x pr essi o n (A‐ 1), b e c a us e it is e asi er writ e d o w n t h e r es ul 𝛼 n g
s et of m atri x e q u a 𝑈 o ns l at er if n e g a ti v e c o m p o n e nts ar e i n cl u d e d. T h e e q u a 𝑈 o ns ar e e x pr ess e d i n t er ms of
t h e c o m pl e x a m plit u d es w hi c h ar e wri 𝑀 e n i n v e ct or f or m

𝛽̂
𝑈

= [ 𝑀̂𝑈− 𝑀 m a x
, … , t̂i𝜁− 1 , 𝑛̂𝑢0 , 𝑛̂𝑤1 , … , 𝑛̂titi m a x

]𝑀 ( A‐ 2)

̂𝑛
𝑓

= [ ̂ti 𝑀
− ti m a x

, … , ̂ti ti
− 1 , ̂ti ti

0 , ̂𝐴 𝜈
1 , … , ̂𝑠 𝑓

𝑠 m a x
]𝑓 . ( A‐ 3)

T h e l e a di n g‐ or d er d y n a mi cs is g o v er n e d b y t h e li n e ar pr o p a g a ti o n of t h e ff d e, w hi c h i n cl u d es t h e e ti e cts of b ot‐
t o m fri c ti o n, c o n v er g e n c e of t h e cr oss‐s e c ti o n a n d r e 𝑢 e c 𝑛 o n at t h e 𝑛 d al w eir. T his d y n a mi cs is p artl y d es cri b e d
b y t h e m o m e nt u m e q u a 𝐴 o n, w hi c h, usi n g t h e v e ct ors ( A‐ 2)‐( A‐ 3), r e a ds

𝜈 𝑛̂
0

− ( Ν 0 𝑠̂
0

𝑛
)

𝑓
= − 𝐴 ̂𝜈

0

𝑛
,

• Ν 0 𝑠̂
0

𝑛
= 0 a t 𝑓 = 0,

• Ν 0 𝑢̂
0

𝑛
= 𝒮 0

𝑓 𝑢̂
0

at 𝑧 = − 𝐻,
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y

w h er e ti , ti a n d ti ti ar e m atri c es

ti =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

− ti m a x fl ti ∅

−( ti m a x − 1)ti ti

⋱

∅ ti m a x ti ti

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

,

Ν =
1

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

2 ℜ ( ̂ti ti , 0)
̂fi ti, 1 ⋯ ̂tt ti, ti m a x

̂tt fi, 1 2 ℜ ( ̂ti tt, 0 )  ⋱ ⋮  ⋱ ∅

⋮  ⋱  ⋱ ̂fk ti, 1 ⋱

̂𝑀 𝑀 , tim a x
⋯ ̂fi 𝑀, 1 2 ℜ ( ̂ti 𝑀, 0 ) ̂ti ti, 1 ⋯ ̂ti ti, ti m a x

⋱ ̂ti ti, 1 ⋱  ⋱ ⋮

∅  ⋱ ⋮  ⋱ 2 ℜ ( ̂ti ti, 0 ) ̂ti ti, 1

̂ti 𝑀 , tim a x
⋯ ̂𝑀 ti, 1 2 ℜ ( ̂ff ffi, 0 )

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

,

ti ti =
1

2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

2 ℜ ( titi , 0 ) titi , 1 ⋯ tiff , ti m a x

𝜈𝑈 , 1 2 ℜ ( 𝑀 𝑔 , 0 )  ⋱ ⋮  ⋱ ∅

⋮  ⋱  ⋱ 𝛽𝐴 , 1 ⋱

𝜈𝑈 , 𝑀m a x
⋯ ti 𝛼 , 1 2 ℜ ( 𝑈 ti , 0 ) 𝑈𝑀 , 1 ⋯ 𝛽𝑈 , 𝑀 m a x

⋱ 𝑈𝑀 , 1 ⋱  ⋱ ⋮

∅  ⋱ ⋮  ⋱ 2 ℜ ( tti 𝐴 , 0 ) 𝜈𝑀 , 1

𝐴𝜈 , tim a x
⋯ 𝐴 𝜈 , 1 2 ℜ ( 𝑀 𝐴 , 0 )

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

.
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y

T h e r e m ai n d er of t h e l e a di n g‐ or d er d y n a mi cs is d es cri b e d b y t h e d e pt h‐i nt e gr at e d c o n ti n uit y e q u a ti o n

ti ti
0

+
1

ti
( ∫

0

− ti

fl ti 0 ti ti )

ti

= 0 ( A‐ 4)

• ̂ti
0
( 0) = ti

0
,

• ti ( ti) ∫
0

− ti

fi 0 ( ti, tt ) ti ti = 0,

w h er e tt
0

is t h e fi d al a m plit u d e at t h e m o ut h.

T h e tirst‐ or d er d y n a mi cs d es cri b es t h e li n e ar pr o p a g a tt o n of t h e e xt er n al fk 4 ti d e a n d ri v er 𝑀 o w, as w ell as
t h e r es p o ns e t o t h e b ar o cli ni c pr ess ur e i n d u c e d b y l o n git u di n al s ali nit y gr a di e nts a n d a 𝑀rst es ti m at e of t h e
n o n‐li n e ar i nt er a c fi o ns of t h e 𝑀 2 ti d e. T h e n o n‐li n e ar i nt er a c 𝑀 o ns of t h e ti 2 ti d e t y pi c all y r es ults i n a f or ci n g
at t h e s u b ti d al a n d ti 4 ti d al fr e q u e n c y, alt h o u g h, a g ai n, ot h er fr e q u e n ci es c a n b e g e n er at e d b y ti m e v ari a ti o ns
of t h e e d d y vis c osit y a n d p ar ti al‐sli p p ar a m et er. T h e tirst‐ or d er m o m e nt u m a n d d e pt h‐ a v er a g e d c o n ti n uit y
e q u a ti o ns r e a d

ti 𝑀̂
1

− ( ti 0 𝑀̂
1

ti
)

ff
= − ffi ̂ti

1

ti
− ti

1

⏟
a d v e c ti o n

+ ti ti ti ff
0

ti⏟
b ar o cli ni c

+ ̂𝜈
1

𝑈⏟
mi xi n g

, ( A‐ 5)

• Ν 𝑀̂
1

𝑔
( 𝛽, 0) = − Ν 𝐴̂

1

⏟
n o‐str ess

− ̂𝜈
1

⏟
mi xi n g

,

• Ν 𝑈̂
1

𝑀
( ti, − 𝛼 ) − 𝑈 0

ti 𝑈̂
1
( 𝑀, − 𝛽 ) = − ̂𝑈

1
+ 𝑀

1

⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟
mi xi n g

,

𝑈 𝑀
1

+
1

tti
( ∫

0

− 𝐴

𝜈 𝑀 1 𝐴 𝜈 )

ti

= −
1

𝐴
( 𝜈 𝑀 1 )

𝐴⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟
𝜈 d al r et ur n ti o w

( A‐ 6)

• ̂ti
1
( 0) = 𝛼

1
⏟
𝑈 d e

,

• ti ( 𝑈) ∫
0

− 𝑀

𝛽 1 ( 𝑈, 𝑀 ) 𝑈 𝑀 = − ti
1

⏟
ri v er

− 𝜁 ( 𝑛) 𝑢 1 ( 𝑛, 𝑤)⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟
𝑛 d al r et ur n ti o w

,

w h er e

ti 1 ( 𝑀, 𝑛, 𝑓) = ti 0 𝑀 0
ti + ti 0 ti 0

ti , ( a d v e c ti o n)

𝐴 1 ( 𝜈, 𝑠, 𝑓) = 𝑠 𝑓 ti ff , ( mi xi n g)

ti 1 ( ti, ti) = 𝑢 1
𝑛 𝑛 0 ( 𝐴, − 𝜈, 𝑛). ( mi xi n g‐r o u g h n ess d e p e n d e n c y)

𝑠 1 ( 𝑛, 𝑓) = ( 𝐴 𝜈 𝑛 𝑠 ( 𝑛, 0, 𝑓))
𝑢
𝑛 0 , ( n o‐str ess)

𝒮 1 ( 𝑓, 𝑢) = 𝑧 0 ( 𝐻, 0, 𝑡) 𝜁 0 , ( ti d al r et ur n fl o w)

T h e s e v e n f or ci n g m e c h a nis ms of t h e first‐ or d er e q u a ti o ns ar e i n di c at e d b y t h e s u bs cri pts. T h e fl o w g e n er at e d
b y e a c h of t h es e c o m p o n e nts c a n b e a n al ys e d s e p ar at el y, b e c a us e t h e e q u a ti o ns ar e li n e ar.

T h e v er ti c al v el o cit y 𝑤 at b ot h or d ers c a n b e c o m p ut e d usi n g t h e c o n ti n uit y e q u a ti o n, w hi c h is o mi tt e d h er e.
D et ails of t h e c o n ti n uit y e q u a ti o n, d eri v a ti o n of t h e a b o v e v e ct or e q u a ti o ns a n d t h e n u m eri c al i m pl e m e nt a ti o n
c a n b e f o u n d i n Dij kstr a ( 2 0 1 6).
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y

A 2. 1. 2 Hi g h er‐ or d er m o d el

T h e hi g h er‐ or d er e q u a ti o ns d o n ot c o nt ai n a n y e xt er n al f or ci n g fr o m t h e ti d e or ri v er. I nst e a d, t h e y d es cri b e
n o n‐li n e ar pr o p a g a ti o n of t h e ti d e, i nt er a c ti o n b et w e e n s e v er al ti d al c o m p o n e nts a n d fl d e‐ri v er i nt er a c ti o n.
T h e d eri v a ti o n of t h e hi g h er‐ or d er m o d el is f ull y d es cri b e d b y Dij kstr a ( 2 0 1 6). H er e w e pr es e nt t h e e q u a‐
ti o ns.

I n t h e f oll o wi n g w e us e t h e n ot a ti o n
[⋅]ti f or ti ti ℎ p o w ers,

[⋅]( ti) f or ti fi ℎ ‐ or d er d eri v a ti v es wit h r es p e ct t o tt ,
[⋅]< ti > f or ti tt ℎ or d er i n fi .

T h e m o m e nt u m a n d d e pt h‐ a v er a g e d c o n ti n uit y e q u a tt o ns of or d er fk = 2, 3, … r e a d

ti 𝑀̂
< 𝑀 >

− ( Ν < 0 > t̂i
< fi >

𝑀
)

ti
= − 𝑀 ̂ti

< ti >

ti
− ti

< ti >

⏟
a d v e c ti o n

−
ti

ti 0

∫
0

ti

ti < ti >
ti⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟

b ar o cli ni c

− ̂𝑀
< ti >

𝑀⏟
d e nsit y‐i n d u c e d r et ur n ti o w

+ ̂ff
< ffi >

ti⏟
mi xi n g

,

• Ν < 0 > ( ti, 0, ti) t̂i
< ti >

ti
( ti, 0, ff) = − t̂i

< 𝜈 >

⏟
n o‐str ess

− ̂𝑈
< 𝑀 >

( 𝑔, 0, 𝛽) − ̂𝐴
< 𝜈 >

𝑈⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟
mi xi n g

,

• Ν < 0 > ( 𝑀, − ti, 𝛼) 𝑈̂
< ti >

𝑈
( 𝑀, − 𝛽 , 𝑈) − 𝑀< 0 >

𝑈 𝑀̂
< tti >

( 𝐴, − 𝜈 , 𝑀) = − ̂𝐴
< 𝜈 >

( ti, − 𝐴 , 𝜈) + 𝑀
1

⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟
mi xi n g

,

̂𝐴 +
1

𝜈
( ti ∫

0

− ti

𝛼̂
< 𝑈 >

ti 𝑈 )

𝑀

= −
1

𝛽
( 𝑈 𝑀

< 𝑈 >
)

𝑀⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟
ti d al r et ur n 𝜁 o w

,

• ̂𝑛
< 𝑢 >

( 0) = 0 ,

• 𝑛 ( 𝑤) ∫
0

− 𝑛

t̂i
< ti >

( 𝑀) 𝑛 𝑓 = − ti ( 𝑀) ti
< ti >

( ti, ti)⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟ ⏟
ti d al r et ur n 𝐴 o w

,
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I n ves ti g a ti o n i nt o t h e n o n‐li n e ar h y dr o d y n a mi c al pr o c ess es i n t h e S c h el dt Ri v er:
I d e alis e d pr o c ess es st u d y

w h er e

ti < ti > =
ti − 1

∑
ti = 0

ti < ti > fl < ti − ti − 1 >
ti + ti < ti > ti < ti − ti − 1 >

ti , ( a d v e c fi o n)

ti < tt >
ti =

ti

tt 0

∫
0

fi

ti < tt >
fk , ( b ar o cli ni c pr ess ur e)

ti < 𝑀 >
𝑀 =

ti

fi 0

𝑀 − 1

∑
ti = 1

𝑀 − 1 − ti

∑
ti = 0

1

ti!
( ti < ti >

ti ( ti, 0, ti) )
( ti − 1)

ti <ti 1 > ⋯ ti <𝑀 ti > ,

∀𝑀 1 , … , tiff s.t.
ffi

∑
ti = 1

titi = ti − 1 − ti − ti, ( d e nsit y‐i n d u c e d r et ur n ti o w)

ff < ti > =
𝜈

∑
𝑈 = 1

𝑀 − 𝑔

∑
𝛽 = 0

1

𝐴!
( 𝜈 𝑈 ( 𝑀, 0, ti) 𝛼 < 𝑈 >

ti ( 𝑈, 0, 𝑀) )
( 𝛽)

𝑈 <𝑀 1 > ⋯ 𝑈 <𝑀 tti > ,

∀𝐴 1 , … , 𝜈𝑀 s.t.
𝐴

∑
𝜈 = 1

ti𝐴 = 𝜈 − 𝑀 − 𝐴, ( n o‐str ess t er m)

𝜈 < ti > =
ti

∑
𝛼 = 1

𝑈 − ti

∑
𝑈 = 0

1

𝑀!
( 𝛽 < 𝑈 > ( 𝑀, 0, 𝑈) )

( 𝑀 − 1)
ti <𝜁 1 > ⋯ 𝑛 <𝑢 𝑛 > ,

∀𝑤 1 , … , 𝑛ti s.t.
ti

∑
𝑀 = 1

𝑛𝑓 = ti − 𝑀 − ti, ( ti d al r et ur n ti o w)

ti < ti > =
𝐴

∑
𝜈 = 1

𝑠 𝑓
< 𝑠 >

( 𝑓, ti, ff) ti < ti − ti >
𝑢 ( 𝑛, 𝑛, 𝐴). ( mi xi n g)

𝜈 < 𝑛 >
𝑠 =

𝑛

∑
𝑓 = 1

𝐴 − 𝜈

∑
𝑛 = 0

𝑠 − 𝑛 − 𝑓

∑
𝑢 = 1

1

𝑛!
( 𝒮 𝑓

< 𝑢 >
( 𝑧, 0, 𝐻) 𝑡 < 𝜁 >

ti ( fl, 0, fi) )
( ti)

fl <ti 1 > ⋯ ti <𝑤 ti > ,

∀ti 1 , … , ttti s.t.
ti

∑
ti = 1

titi = 𝑛 − 𝑚 − 𝑘 − 𝑖, ( mi xi n g‐ n o‐str ess i nt er a c ti o n)

T h e hi g h er‐ or d er e q u a ti o ns ar e s till all li n e ar a n d e v er y or d er is f or c e d b y s ol u ti o ns fr o m t h e l o w er or d ers. As a
r es ult, t h e e q u a ti o ns at e a c h or d er ar e r el a ti v el y e as y t o s ol v e a n d t h e e ff e cts of di ff er e nt f or ci n g m e c h a nis ms
c a n b e s e p ar at e d, e v e n t h o u g h t h e f or ci n g t er ms t h e ms el v es m a y b e c o m e r at h er l e n gt h y e x pr essi o ns. T h e
s e c o n d‐ a n d hi g h er‐ or d er s yst e ms h a v e si x f or ci n g t er ms, t w o of w hi c h ar e r el at e d t o t h e d e nsit y fi el d. D e ns‐
it y v ari a ti o ns i n o ur si m ul a ti o ns o nl y ori gi n at e fr o m a l e a di n g‐ or d er w ell‐ mi x e d s ali nit y fi el d, s o t h at t h e t w o
hi g h er‐ or d er d e nsit y r el at e d t er ms ar e n ot t a k e n i nt o a c c o u nt.

A 2. 2 D eri v a ti o n of t h e t ur b ul e n c e cl os ur es

T h e b as e m o d el us es a si m pl e t ur b ul e n c e cl os ur e wit h t w o c ali br a ti o n p ar a m et ers: t h e e d d y vis c osit y 𝐴 𝜈 a n d
r o u g h n ess p ar a m et er 𝑠 𝑓 . M ost st at e‐ of‐t h e‐ art 3 D m o d els o n t h e ot h er h a n d us e t h e 𝑘 − 𝜖 m o d el. T his m o d el
o nl y n e e ds o n e c ali br a ti o n p ar a m et er: t h e r o u g h n ess h ei g ht 𝑧 0 . W hil e t h e si n gl e c ali br a ti o n p ar a m et er is
pr ef er a bl e, t h e c o m pl e x n o n‐li n e ar n at ur e of t h e 𝑘 − 𝜖 m o d el c o n fli cts wit h t h e pri n ci pl e of t h e i d e alis e d
m o d el, w hi c h r e q uir es t h at s ol u ti o ns ar e e asil y i nt er pr et a bl e. I n b ar otr o pi c ti d al fl o w c as es, t h e 𝑘 − 𝜖 m o d el is
s till a c o m pl e x n o n‐li n e ar di ff er e n ti al e q u a ti o n m o d el, b ut its f or ci n g o nl y h as a si n gl e s o ur c e t h e fl o w v el o cit y.
F or s u c h c as es, it a p p e ars t h at o n e c a n e x pr ess s ol u ti o ns of t h e 𝑘 − 𝜖 m o d el as si m pl e al g e br ai c f u n c ti o ns of
t h e v el o cit y, d e pt h a n d r o u g h n ess.

I n or d er t o fi n d t h es e e x pr essi o ns, w e us e a c o m pl e x 1 D w at er c ol u m n m o d el wit h 𝑘 − 𝜖 cl os ur e, s e e e. g.
Dij kstr a et al. ( 2 0 1 6). T his m o d el is f or c e d b y r a n g e of d e pt hs 𝐻 , d e pt h‐ a v er a g e d 𝑀 2 ti d al v el o ci ti es 𝑈 a n d
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r o u g h n ess v al u es ti 0 . W e t h e n s e ar c h f or t h e p ar a m et ers i n t h e si m pl e b as e m o d el cl os ur e ti ti a n d ti ti t h at ar e
n e e d e d t o m at c h t h e s ol u ti o n of t h e fl − ti m o d el f or e a c h of t h es e f or ci n g c o n di ti o ns. T h at m e a ns, w e ti n d
f u n c ti o ns ti ti = ti ( ti, ti, fi 0 ) a n d ti tt = ti ( ti, tt, fi 0 ) s u c h t h at t h e si m pl e cl os ur e m at c h es t h e s ol u ti o n of t h e
tt − fk m o d el. T h e s ol u ti o ns of b ot h m o d els ar e s ai d t o m at c h if t h e t ot al e n er g y dissi p a 𝑀 o n ar e t h e s a m e i n
b ot h t h e b as e m o d el a n d i n t h e 𝑀 − ti m o d el.

A 2. 2. 1 fi 2 𝑀 d al f or ci n g a n d c o nst a nt s u b ti d al e d d y vis c osit y

B as e d o n s c ali n g of t h e 𝑀 − ti m o d el a n d f urt h er t h e or e ti c al a n al ys es w e ass u m e t h at t h e f u n c ti o ns ti a n d ti
h a v e t h e f or m

ti, ti = ti 1 ti ti 2 ( ti − 2 ti 𝑀 )
ti 3 / 2

𝑀
ti 4
0 ff ffi 5 ,

w h er e ti ti ti = 1, … , 5 ar e y et t o b e d et er mi n e d, ti is t h e V o n K ár m á n c o nst a nt a n d w h er e ti ti is a dr a g c o e ti ci e nt
as s p e ci ff e d b y B ur c h ar d et al. ( 2 0 1 1) as

ti 𝜈 = 𝑈 2 [ ( 1 +
𝑀 0

𝑔
) l n (

𝛽

𝐴 0

+ 1 ) − 1 ]

− 2

.

W h e n it is ass u m e d t h at 𝜈 𝑈 a n d 𝑀 ti ar e 𝛼 m e‐i n d e p e n d e nt, it f oll o ws fr o m t h e 𝑈 ti n g t h at a p pr o xi m at el y

𝑈 𝑀 = 0. 1 0 𝛽 [ ( 1 +
𝑈 0

𝑀
) l n (

𝑈

𝑀 0

+ 1 ) − 1 ]

− 2

tti, ( A‐ 7)

𝐴 𝜈 = 0. 2 2 𝑀 [ ( 1 +
𝐴 0

𝜈
) l n (

ti

𝐴 0

+ 1 ) − 1 ]

− 2

. ( A‐ 8)

T h e q u alit y of 𝜈t is pr es e nt e d i n Fi g ur e 2 0. T h e cr oss es r e pr es e nt t h e m at c hi n g 𝑀 𝐴 a n d 𝜈 ti f or e a c h of t h e 2 0 0
m o d el s e ti n gs (i. e. di 𝛼 er e nt 𝑈 , ti a n d 𝑈 0 ). T h e s oli d li n es pl ot ( A‐ 7) a n d ( A‐ 8). T h er e is a g o o d c orr es p o n d e n c e
b et w e e n t h e s e p ar at e e x p eri m e nts a n d t h e 𝑀t.

0. 0 0 0. 0 2 0. 0 4 0. 0 6 0. 0 8 0. 1 0 0. 1 2 0. 1 4

fi t (m 2 / s )

0. 0 0

0. 0 2

0. 0 4

0. 0 6

0. 0 8

0. 1 0

0. 1 2

0. 1 4

d
at

a 
(

m
2

/s
)

Fitti n g of s u bti d al A v, 0

( a)

0. 0 0 0 0. 0 0 5 0. 0 1 0 0. 0 1 5 0. 0 2 0 0. 0 2 5

fi t (m / s )

0. 0 0 0

0. 0 0 5

0. 0 1 0

0. 0 1 5

0. 0 2 0

0. 0 2 5

d
at

a 
(

m/
s

)

Fitti n g of s f

( b)

Fi g ur e 2 0 – Q u alit y of 𝛽t f or r el a 𝑈 o n ( A‐ 7) (l e 𝑀) a n d ( A‐ 8) (ri g ht).

T h e b as e m o d el t a k es a li n e ar b o u n d ar y c o n di 𝑈 o n a n d t h er ef or e c h o os es 𝑀 ti as t h e p ar a m et er t o pr es cri b e
e xt er n all y ( S e c 𝜁 o n 3. 1 a n d 3. 2). T his p ar a m et er is t h er ef or e eit h er m a d e c o nst a nt or is at m ost all o w e d t o
v ar y wit h t h e d e pt h. R e wri 𝑛 n g a n d r e 𝑢 𝑛 n g ( A‐ 7) a n d ( A‐ 8) w e c a n 𝑤 n d a n e x pr essi o n t h at r el at es 𝑛 ti t o t h e
pr es cri b e d v al u e of ti 𝑀 . T his e x pr essi o n r e a ds

𝑛 𝑓 = 0. 4 9 ti 𝑀 ti. ( A‐ 9)
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T h e m a t c hi n g of t h e si m pl e b as e m o d el t ur b ul e n c e cl os ur e a n d t h e ti − ti m o d el t h us yi el ds a si m pl e e x pr essi o n
r el a ti n g ti ti t o ti fl . It is t h er ef or e a v er y e ti ci e nt w a y of r e d u ci n g t h e n u m b er of c ali br a ti o n p ar a m et ers t o o n e:
t h e p ar ti al sli p p ar a m et er ti ti .

Alt er n a ti v el y t o t h e li n e ar b o u n d ar y c o n di ti o n, o n e c a n ass u m e a q u a dr a ti c b o u n d ar y c o n di ti o n, m e a ni n g t h at
t h e b o fi o m s h e ar str ess d e p e n ds q u a dr a ti c all y o n t h e v el o cit y ( S e c tt o n 3. 3). T his is t h e b o u n d ar y c o n di ti o n
us e d i n m ost st at e‐ of‐t h e‐ art 3 D m o d els. T h e q u a dr a ti c b o u n d ar y c o n di tt o n is pr o vi d e d dir e ctl y b y ( A‐ 7), ( A‐ 8)
wit h fi 0 or ti 0 / tt as e xt er n all y pr es cri b e d c ali br a fk o n p ar a m et er. T o s e e t his, n ot e t h at t h e b o ti o m b o u n d ar y
c o n di 𝑀 o n r e a ds 𝑀 = ti fi 𝑀 ti b e d . A c c or di n g t o ( A‐ 8) 𝑀 ti d e p e n ds o n t h e v el o cit y, s o t h at w e o bt ai n a q u a dr a ti c
r el a ti o n b et w e e n t h e b e d s h e ar str ess a n d t h e v el o cit y. E x p eri m e nts i n t h e S c h el dt m o d el h a v e s h o w n t h at
( A‐ 8) is i ns e nsi ti v e t o w h et h er it us es t h e d e pt h‐ a v er a g e d v el o cit y ti or t h e n e ar‐ b e d v el o cit y wit h a ti x e d
c o n v ersi o n f a ct or.

A 2. 2. 2 Ar bitr ar y f or ci n g a n d ti m e‐ v ar yi n g e d d y vis c osit y

T h e a b o v e e q u a ti o ns d es cri b e t h e s u b‐ ti d al e d d y vis c osit y a n d p ar ti al sli p p ar a m et er f or a si n gl e f or c e d ti 2 ti d al
c o m p o n e nt. T his c a n b e e asil y g e n er alis e d. T h e t y pi c al 𝑀 m e‐s c al e r e q uir e d f or a ti ai ni n g e q uili bri u m c o n di 𝑀 o ns
f or t ur b ul e nt mi xi n g is m u c h s m all er t h a n t h e ti d al ff m e‐s c al e d uri n g m ost of t h e ffi d al c y cl e. It c a n t h er ef or e
b e ass u m e d t h at t h e e d d y vis c osit y j ust d e p e n ds o n t h e i nst a nt a n e o us v el o cit y. O n e c a n t h er ef or e a c c o u nt f or
ot h er ti d al f or ci n g c o m p o n e nts t h a n t h e ti 2 b y c o nsi d eri n g t h e i nst a nt a n e o us v el o cit y m a g nit u d e. W e t h er e‐
f or e r e pl a c e t h e d e pt h‐ a v er a g e d ti 2 v el o cit y a m plit u d e ti b y t h e d e pt h‐ a v er a g e d t ot al i nst a nt a n e o us v el o cit y
m a g nit u d e | ti|. | ti| d es cri b es a ti m e‐ v ar yi n g si g n al. T h e s u b‐ ff d al p art of | ti| is r el at e d t o 𝜈 t hr o u g h

| 𝑈| = 0. 6 4 𝑀.

T his r el a 𝑔 o n f oll o ws fr o m a C h e b ys h e v p ol y n o mi al e x p a nsi o n of | 𝛽|. W e t h us r e writ e ( A‐ 7) a n d ( A‐ 8) t o

𝐴 𝜈 = 0. 1 6| 𝑈| [ ( 1 +
𝑀 0

ti
) l n (

𝛼

𝑈 0

+ 1 ) − 1 ]

− 2

ti, ( A‐ 1 0)

𝑈 𝑀 = 0. 3 5| 𝛽| [ ( 1 +
𝑈 0

𝑀
) l n (

𝑈

𝑀 0

+ 1 ) − 1 ]

− 2

. ( A‐ 1 1)

T his d es cri p tti o n h as b e e n v eri 𝐴 e d b y r e p e a 𝜈 n g t h e m at c hi n g e x p eri m e nt wit h t h e 𝑀 − 𝐴 m o d el a n d ( A‐ 1 0),
( A‐ 1 1). T h e e x p eri m e nts n o w us e a c o m bi n e d 𝜈 2 a n d s u b‐ ti d al 𝐴 o w or c o m bi n e d 𝜈 2 a n d 𝑀 4 𝐴 o w. W e d e 𝜈 n e
t h e r a ti os ti = 𝛼 s u b‐ 𝑈 d al / ti 𝑈 2

a n d 𝑀 = 𝛽 𝑈 4
/ 𝑀 𝑈 2

. E x pr essi o n ( A‐ 1 0) pr o vi d es a o n e‐t o‐ o n e r el a 𝑀 o n b et w e e n
ti 𝜁 / 𝑛 𝑢 2

a n d 𝑛 or 𝑤 . Fi g ur e 2 1 s h o ws t h e s u b‐ 𝑛 d al p art of t his r el a ti o n f or ti 𝑀 / 𝑛 𝑓 2
(s oli d li n e) c o m p ar e d

t o t h e r es ults of t h e m at c hi n g e x p eri m e nts. T h er e is a l ar g e d e gr e e of s c a ti er, es p e ci all y f or l ar g e 𝑀 a n d ti .
N e v ert h el ess t h e r el a ti o n d es cri b e d b y ( A‐ 1 0) tits t h e e x p eri m e nts f airl y w ell. Si mil ar ti ti n g di a gr a ms c a n b e
o bt ai n e d f or 𝐴 𝜈 , b ut ar e n ot s h o w n h er e f or br e vit y.

T h e s c ali n g of t h e e d d y vis c osit y wit h | 𝑠| n ot o nl y all o ws f or a n ar bitr ar y f or ci n g si g n al, b ut als o pr o vi d es a
d es cri p 𝑓 o n of t h e 𝑠 m e v ari a 𝑓 o n of t h e e d d y vis c osit y. T his ti m e‐ d e p e n d e nt d es cri p ff o n is v eri ti e d i n Fi g ur e 2 2.
T his pl ots ti ti 𝑢 2

/ 𝑛 𝑛 s u b‐ 𝐴 d al
a n d 𝜈 𝑛 𝑠 4

/ 𝑛 𝑓 s u b‐ 𝐴 d al
pl o 𝜈 e d a g ai nst 𝑛 a n d 𝑠 f or b ot h t h e r el a 𝑛 o n of ( A‐ 1 0) a n d t h e

m at c hi n g e x p eri m e nts. T his 𝑓t is g e n er all y q uit e a c c ur at e.
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0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0 2. 5 3. 0

α

0. 0

0. 5

1. 0

1. 5

2. 0

2. 5

3. 0

f 0

f 0  a s a f u n cti o n of α  f o r t h e s u bti d al A v, 0

( a)

0. 0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0

β

0. 0

0. 5

1. 0

1. 5

2. 0

g 0

g 0  a s a f u n cti o n of β  f o r t h e s u bti d al A v, 0

( b)

Fi g ur e 2 1 – Fi ti n g of t h e s u b‐ ti d al p art of ti 0 ( ti) = ti ti / fl ti 2
a n d ti 0 ( ti ) = ti ti / ti ti 2

as f u n c ti o n of ti = fi s u b‐ ti d al / tt ti 2
a n d

ti = tt fi 4
/ ti tt 2

. T h e cr oss es s h o w t h e r es ults t h e m at c hi n g e x p eri m e nts t o t h e fk − ti wit h c o m bi n e d 𝑀 2 a n d s u b‐ 𝑀 d al ( a) a n d ti 4

( b) fi o w. T h e s oli d li n es ar e t h e r el a 𝑀 o ns gi v e n b y ( A‐ 1 0).

0. 0 0. 5 1. 0 1. 5 2. 0 2. 5 3. 0

α

− 0. 2

0. 0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

1. 0

1. 2

1. 4

|A
v,

0n
|/

|A
v,

00
|

|A v, 0 n |/ |A v, 0 0 | a s a f u n cti o n of α

|A v, 0 1 |/ |A v, 0 0 |

|A v, 0 2 |/ |A v, 0 0 |

( a)

0. 0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0

β

0. 0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

1. 0

1. 2

|A
v,

0n
|/

|A
v,

00
|

|A v, 0 n |/ |A v, 0 0 | a s a f u n cti o n of β

|A v, 0 1 |/ |A v, 0 0 |

|A v, 0 2 |/ |A v, 0 0 |

( b)

Fi g ur e 2 2 – Fi ti n g of 𝑀 ti ti 2
/ ti ti s u b‐ ti d al

( gr e e n) a n d ti ti ti 4
/ ti ti s u b‐ ti d al

(r e d) as f u n c ti o n of 𝑀 = ti s u b‐ 𝑀 d al / ti ff 2
a n d ffi = ti ti 4

/ ti ti 2
.

T h e cr oss es s h o w t h e r es ults t h e m at c hi n g e x p eri m e nts t o t h e ti − ti wit h c o m bi n e d ti 2 a n d s u b‐ ff d al ( a) a n d ti 4 ( b) 𝜈 o w. T h e
d as h e d li n es ar e t h e r el a 𝑈 o ns gi v e n b y ( A‐ 1 0).
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D E P A R T M E N T M O BI LI T Y & P U B LI C W O R K S
Fl a n d ers h y dr a uli c s R e s e ar c h

B er c h e ml ei 11 5, 21 4 0 A nt w er p
T  + 3 2 ( 0) 3 2 2 4 6 0 3 5
F  + 3 2 ( 0) 3 2 2 4 6 0 3 6
w at er b o u w k u n di gl a b o @ vl a a n d er e n. b e 
w w w. fl a n d e rs h y d r a uli cs res e a r c h. b e
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